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Introduccion.

Vagamente hablando, la necesidad de introducir la integral de Lebesgue
aparece cuando se trata de completar la teoria de integracion de Rie-
mann bajo ciertas operaciones limite: Por dar un ejemplo, una sucesién
monétona y acotada de funciones integrables en el sentido de Riemann,
en general no converge a una funcién integrable en el sentido de Rie-
mann; pero si cambiamos Riemann por Lebesgue, entonces la afirmacién
es cierta. Es justamente este tipo de cerradura de la teoria de Lebesgue
bajo limites (cerradura en un sentido que se puede precisar) lo que le
da su importancia. :

Y sin embargo, seria absurdo desechar por completo la teoria de
integraciéon de Riemann pues, como bien sabemos ya desde nuestros
primeros cursos de cdlculo, para muchos procesos ésta es completa-
mente adecuada. Por lo mismo, resulta interesante entender cudl es
su estructura, cuales son los elementos basicos que intervienen en su
definicién y que papel desempenan éstos.

Acordes con esta filosofia, en esta nota analizaremos algunos aspec-
tos de la teoria de la medida asociada a la integral de Riemann, pero
lo haremos de una manera mas bien informal y algo heterodoxa, que
esperamos resulte al lector hasta cierto punto divertida, y que ojald
también le sugiera algunos ezperimentos matemadticos del estilo del que
aqui presentamos.
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1 La medida de Jordan.

Usualmente, para definir la integral de Lebesgue el primer paso es cons-
truir una familia de conjuntos donde ésta tiene sentido, que son pre-
cisamente los conjuntos medibles en el sentido de Lebesgue (véase por
ejemplo (3] para una discusién formal y bastante accesible). De manera
similar, asociada a la integral de Riemann tenemos la familia de los con-
juntos medibles en el sentido de Jordan o Jordan-medibles. El nombre

estd dado en honor del matematico frangés Camille Jordan, quien intro--

dujo este enfoque para fundamentar la/teoria de integracién, mismo que

influy6 de-manera decisiva para la construccién que hiciera Lebesgue

posteriormente.

Los conjuntos Jordan-medibles son faciles de describir, y de hecho
la teorfa se puede desarrollar en R™ sin demasiado esfuerzo (véase por
ejemplo [2], donde, por cierto, a los conjuntos Jordan-medibles se les
llama “contented sets”), aunque por simplicidad aqui restringiremos
nuestra atencién al plano. En tal caso la descripcién es como sigue (cf.
[1)):

Primeramente, llamemos mosaico a un conjunto formado por cua-
drados, con lados paralelos y con interiores ajenos dos a dos (figura 1),
donde para cada mosaico los cuadrados son congruentes entre si, pero
sus dimensiones varian de un mosaico a otro.

- Figura 1: Un mosaico tipico

Entonces, dado F C R?, definimos su medida interior, m(F), como
el supremo de las 4reas de los mosaicos contenidos en F' (véase la figura
2). Similarmente, se define la medida exterior, m(F’), como el infimo
de las medidas de los mosaicos que contienen a F', y por construccioén
es claro que 0 < m(F) < m(F'), aunque alguna de ellas podria ser oo.
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Figura 2: Construccién de las medidas interior y exterior

Finalmente, decimos que F' es Jordan-medible si
m(F)=m(F) <oco

y definimos la medida de Jordan de F' (a la que llamaremos simple-
mente el drea), m(F'), como este valor comin de las medidas interior
y exterior. Esta construccién define pues, a la vez, a los conjuntos
Jordan-medibles y a su medida.

En lo que sigue, denotaremos por J a la familia de subconjuntos
Jordan-medibles de R?, y Q denotar4 al cuadrado unitario: @ = [0, 1] x
[0,1] € R?. Recordemos ademés que, dados F' C R? y a € R?, se define

Ft+a={z+acR|ze€F},

y decimos que F' + a es el trasladado de F por a.

Una consecuencia bastante directa de la definicién de conjunto Jor-
dan-medible, es que los poligonos (seria tal vez mds correcto decir figu-
ras con frontera poligonal, pero serd claro del contexto a que nos refe-
rimos) son medibles y ademds densos dentro de los conjuntos Jordan-
medibles, en el sentido que para todo conjunto medible, F', y para toda
€ > 0, existen poligonos, G y H, talesque G C FF C H y con

Im(G) —m(H)| <e.

Otra consecuencia, quiza algo menos evidente, es que J es un
dlgebra de conjuntos; es decir, es una familia cerrada bajo uniones
e intersecciones finitas; sin embargo, en general no es cerrada bajo
uniones o intersecciones contables. De hecho, informalmente hablando,
los conjuntos Lebesgue-medibles se obtienen justamente al tratar de
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extender 7 a la minima clase, £, que posee las dos propiedades de ce-
rradura mencionadas, las que definen lo que se conoce como o-algebra,
y que resultan fundamentales al considerar procesos limite como los que
aludiamos al inicio.

Observacién: En las definiciones de algebra y o-algebra también se
incluye al vacio y al conjunto total, y se pide que las familias sean
cerradas bajo complementacién. Como en el caso del &rea usual, que
es el que nos interesa aqui, el complemento de un conjunto con medida
finita siempre tiene medida infinita;estos conjuntos no son relevantes
para la definicién de la medida, por lo que no los consideraremos en
nuestro desarrollo pues no son parte esencial de la construccioén.

Con esta terminologia, podemos expresar de otra forma la definicién
de 4rea, diciendo que hemos definido una funcién en la familia 7,
mJ — R, y no es dificil probar que m satisface las cuatro propiedades
basicas siguientes:

(1) m(F) > 0 para todo F € J (positividad).

(2) Si Fy, F, € J son dos conjuntos medibles con interiores ajenos,
entonces F' = FiUF; € J y m(F) = m(F1) + m(F3) (aditividad).

(3) Si F € J entonces F +a € J para todoa € R y m(F +a) =
m(F) (invariancia bajo traslaciones).

(4) m(Q) =1 (normalizaci6n).

En este punto conviene observar que la medida de Lebesgue satisface
una propiedad maés fuerte que (2), llamada o-aditividad, que se obtiene
al considerar en vez de pares de conjuntos colecciones numerables de
conjuntos ajenos dos a dos. Esta propiedad, que estd intimamente
relacionada con el hecho de que £ si es una o-algebra, tiene entre sus
consecuencias un resultado absolutamente central de la teoria de la
medida; a saber, que la medida de Lebesgue es la inica medida positiva,
o-aditiva, normalizada para que la medida del cuadrado unidad sea 1,
e invariante bajo traslaciones que admite el plano (dicho de otro modo
y para aquellos familiarizados con el tema, la medida de Lebesgue es la
medida de Haar normalizada del grupo aditivo R?).

Ahora bien, para la medida de Jordan se tiene un resultado seme-
jante, ya que las cuatro propiedades anteriores la caracterizan. En otras
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palabras, cualquier funcién, definida en la clase de conjuntos Jordan-
medibles que satisfaga las cuatro propiedades del drea mencionadas
arriba, necesariamente coincide con la medida de Jordan.

Sin embargo, aunque generalmente no se hace énfasis en.ello, la
densidad de los poligonos en J es un elemento importante para esta
caracterizacion de la medida de Jordan; de hecho, no es necesario que
la medida esté definida en todo J: cualquier funcién definida en una
subfamilia de J en la que los poligonos sean densos y que satisfaga (1)-
(4), necesariamente es la restriccién de lamedida de Jordan. En el fondo
esa es la motivacién de esta nota: vamos a continuacién a construir una
medida, es decir una funcién que satisface casi todas las propiedades
del area, pero que resultard muy distinta de la medida de Jordan, ya
que la definiremos en una clase que no es suficientemente amplia como
para contener a todos los poligonos...y el chiste es explorar un rato
algunas consecuencias de haber cambiado nuestras hipétesis.

2 El dlgebra de parches y la funcién de co-
bertura

Definicién: Un parche es una unién finita de trasladados de Q. En
otras palabras un parche es un subconjunto, P, de R?, tal que

n
P=|JQ+a; ; paraalgunasa; €R®.
i=1

En tal caso diremos que P = U], @ + a; es una representacion del
parche, y cada ) + a; es un cuadro de la representacion.

Figura 3: Un parche tipico
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Nétese que cada parche es una unién finita de parches conexos.
Asimismo, la frontera de cada parche conexo es un poligono con lados
paralelos a los ejes coordenados, y a los vértices de este poligono les
llamaremos vértices del parche.

Denotaremos por P al conjunto de parches en el plano; es claro que
P C J y el siguiente lema es inmediato de la definicién:

Lema 1 P es cerrado bajo la operacion de uniones finitas.

Pero también, evidentemente, no es cerrado bajo intersecciones,
ni siquiera finitas, por ello hemos entrecomillado dlgebra en el titulo.
(De hecho, si cerrdramos P bajo intersecciones finitas para obtener un
algebra de conjuntos bona fide, lo que obtendFamos seria el conjunto
de todos los poligonos con lados paralelos a los ejes coordenados, y
esta familia resultaria demasiado amplia para la construcciéon que va-
mos a hacer; pero por otro lado hay que observar que la cerradura
bajo intersecciones no aparece explicitamente en ninguna de las cuatro
propiedades que determinan al 4rea.)

En general, dado un parche, P, éste puede representarse de muchas
maneras como unién de trasladados de ): por ejemplo, en el parche
(a) de la figura 4 podemos eliminar el cuadrado interior. Pero siempre
existen representaciones minimas para él, en el sentido de que el parche
no se puede representar con menos cuadrados:

Definicién: Una representacién, P = U, Q + a;, de un parche es
irreducible si
Q+a; ¢ JQ+a; ; Vj.
i#£]

(Dicho de manera llana, una representacién irreducible no contiene
cuadros superfluos.)

Una representacion es minima si el nimero de cuadrados en la rep-
resentacién es minimo.

El punto importante es ahora el siguiente:

Lema 2 Todo parche tiene al menos una representacion irreducible, y
toda representacion minima es irreducible.

Demostracion: En efecto, como el nimero de cuadros en los parches
es finito, es claro que en toda representacién de un parche podemos ir
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Figura 4: a) Parche reducible b) Parche irreducible

suprimiendo cuadros hasta obtener una representacién irreducible, lo
que prueba la existencia de representaciones irreducibles.

Por otro lado, es claro que si una representacién minima fuera
reducible, suprimiendo un cuadrado\superﬂuo tendriamos una repre-
sentacién con un cuadrado menos. ) [ ]

Ahora, como ya dijimos, la gracia del conjunto de parches P es
que en él se puede definir una funcién que cumple con casi todas las
propiedades de la medida de Jordan en el plano, pero que no es la
restriccién de ésta al conjunto de parches:

Definicién: Si P € P es un parche, su cobertura, c(P), es el nimero
de cuadrados en una representacion minima de P.

La siguiente proposicién es nuestra afirmacién clave (en el fondo, lo
que se afirma es que la cobertura es como una medida de conteo; por
ello, aunque es irrelevante para nuestro propdsito, en aras de la estética
tal vez deberiamos también incluir al conjunto vacio como un parche,
con cobertura cero):

Proposicién 1 La funcidn cobertura, c’P — R, satisface las propieda-
des del drea (1), (3), y (4). La cobertura no es aditiva, y en vez de (2)
satisface la propiedad de subaditividad siguiente: Si P, y P, son dos
parches con interiores ajenos, entonces

c(PLU Py) < c(Py) + ¢(P) (2)
(En particular, ¢ no es la restriccién de la medida de Jordan a P).

Demostracién: Claramente c satisface (1) y (4) por definicién; la in-
variancia bajo traslaciones también es muy sencilla, pues si Ui~ @ + a;
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es una representacién minima del parche P, entonces U%; @ + (a; + a)
es una representaciéon minima del parche P + a.

Para ver que c satisface la propiedad subaditiva (2’) basta con ver
quesi Py = U2, @+a; y P» = Uj-; @+b; son representaciones minimas
de dos parches que tienen interiores ajenos, entonces U, Q) + a; U

"_1 @ +b; es una representacién de P, U P,, con m+n = c(P) +c(P,)
cuadros, de modo que ¢(P; + P2) < ¢(Py) + c(Ps).

La afirmacion que quiza no sea del todo obvia es que la cobertura
no es aditiva. Para verlo consideremos los siguientes parches: P, =
QU (Q+(1/2,0), P, =(Q —(1,0)) U (Q - (3/2,0)) (notemos que P
es la reflexién de P; en el eje de las y). Entonces cada parche P; tiene
cobertura 2, pero P; U P; tiene cobertura 3. [

En realidad, ¢ tiene un comportamiento muy distinto al del area, y
que bien podriamos catalogar de patoldgico. Por ejemplo, el 4rea tiene
la importante propiedad de monotonia siguiente: si F'y G son Jordan-
medibles y F C G, entonces m(F) < m(G). Sin embargo, existen
parches acotados con cobertura ilimitada. Mas precisamente:

Proposiciéon 2 Dado cualquier rectangulo A, de lados mayores que 1,
y dado M > 0, existe un parche P C A tal que

c(P)>M.

Demostracion: En efecto, si consideramos cualquier segmento no para-
lelo a los ejes coordenados, con extremos a = (ay,ay),b = (b1, b)) € R?
de modo que a; < b ; ay < by, y escogemos cualquier coleccion de
puntos, ¢; ; 1 =1,...,n; n > M, en el segmento, es ficil ver que el
parche U2, @ + ¢; es un parche irreducible, que estd contenido en el
rectdngulo [a1, b + 1] X [ag, b2 + 1] pero cuya cobertura es n, y esto
basta para probar la afirmacién (figura 5). ]

Corolario 1 La cobertura no es una funcidn mondtona.

Demostracién: En efecto, si en la construccién de la proposicién an-
terior tomamos como segmento el que tiene vértices en (0,0) y (1,1),
contenido en el parche P = [0,2] x [0, 2] tiene una representacién irre-
ducible evidente con 4 trasladados de @, de modo que tiene cobertura
4; pero cualquier coleccién de més de 4 puntos en el segmento dard un
parche contenido en P con cobertura mayor que 4. [
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Figura 5: Construccién de un parche irreducible con una cobertura
arbitrariamente grande

Como vemos, la funcién cobertura tiene casi las propiedades del
4rea, pero al mismo tiempo un comportamiento radicalmente distinto,
y esto plantea de inmediato varias interrogantes:

Por supuesto la primera es si se puede modificar la definicién de la
funcién cobertura, para que sea una funcién aditiva. Otra pregunta es
si se puede extender la cobertura considerando la cerradura de P bajo
intersecciones finitas, de modo que si tengamos un algebra de conjuntos,
pero tratando de conservar la conclusién de la proposicién 1, de modo
que no regresemos a la medida de Jordan.

Otro ejemplo, (debido a Fico Gonzélez Acufla): jexiste alguna
funcién mondtona en el algebra de parches que cumpla con las condi-
ciones que cumple la cobertura?

Y hay otras muchas preguntas que uno podria hacerse. Desconozco
la respuesta a las preguntas que he planteado aqui, pero me parece que
responderlas seria una bonita manera de poner en relieve la importancia
de algunas de las propiedades del area, como la de monotonia, etc.

En fin y a manera de conclusién, que como decia en la introduccion
uno puede jugar un rato alrededor de este tipo de construcciones y,
literalmente, entretenerse con ello (como un ejemplo de lo que digo, al
tratar de probar el lema 2, y apenas dibujé la figura 4, la terminologia
me la sugiri6 la popular tira cémica La pequeria Luli). Concedo que
el problema aqui planteado tal vez no sea muy importante y que los
resultados que pudieramos obtener no resulten muy profundos; pero
quizé el jugar con las nociones de esta manera podria ayudarnos a
entender un poco mejor algunos puntos bésicos dentro de las teorias
matematicas. De la teorfa de la medida en este caso, pero la filosofia
creo que es valida en general.
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