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Resumen

Partiendo de conceptos elementales de probabilidad y desde
un punto de vista constructivo, presentamos el concepto de es-
peranza condicional de una variable aleatoria respecto de otra
variable aleatoria. Esto nos da pauta para la definicién més ge-
neral de esperanza condicional respecto de una o-algebra. Men-
cionamos algunas propiedades generales y algunos de sus usos e
interpretaciones.

Hace algunos anos cuando por fortuna asisti de manera informal
a un curso de probabilidad impartido de manera altruista y generosa
por el profesor Juan Ruiz de Chévez, encontré la definicion formal del
concepto de esperanza condicional. Debo confesar que tal definicion
no me era muy clara tomando como base los conceptos elementales
de probabilidad. ;Es la esperanza condicional una esperanza? ;o es en
realidad una probabilidad condicional? A raiz de estas preguntas es
que surge el presente articulo en donde intentamos presentar de una
manera mas natural el concepto de esperanza condicional asi como
algunas de sus propiedades basicas. Iniciamos explicando la situacién
en el caso de variables aleatorias discretas, después damos la definicion
general junto con algunas de sus propiedades y finalmente mencionamos
algunos contextos en los cuales surge o es usada esta esperanza.
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1. Algunos conceptos bésicos

El modelo matematico que se ha creado para estudiar de una manera
cientifica los tan comunes y cotidianos fenémenos azarosos de la natu-
raleza y a los que nos vemos expuestos todos los dias, es el asi llamado
espacio de probabilidad. Este consta de una terna denotada regular-
mente por (€2, A, P), en donde 2 es el conjunto de todos los posibles
resultados del experimento aleatorio en cuestién y A es una clase no
vacia de subconjuntos de €2 que es cerrada bajo las operaciones de
tomar complementos y obtener uniones numerables. En la coleccién A
se colocan todos los eventos de interés del experimento aleatorio y a
quienes deseamos calcular su probabilidad. Finalmente P es una medi-
da de probabilidad, es decir, una funcion real con dominio la coleccién
A, v que cumple con ser no negativa, le asigna el valor uno al espacio
total € y finalmente se le pide ser o-aditiva, es decir, la probabilidad
de cualquier unién numerable y ajena de eventos dos a dos es la suma
de las probabilidades de todos los eventos.

El modelo anterior es por supuesto una simplificacion extrema de
una situacién o sistema de cosas mucho mas complejo como lo es un
fenémeno aleatorio, pero ha sido bien utilizado desde el primer tercio
del siglo XX cuando se cred la teoria axiomatica de la probabilidad.
No es nuestra intencién cuestionar este estado de cosas sino recordar
brevemente algunos conceptos elementales de la teoria establecida.

Podemos por ejemplo modelar matematicamente el experimento
aleatorio de lanzar un dado y observar la cara superior una vez que
el dado cae. Naturalmente el conjunto de todos los posibles resulta-
dos es el conjunto Q = {1,2,3,4,5,6}. En casos simples como este
podemos tomar a 4 como el conjunto potencia de €2, es decir 2%, y
definir la funcién P de la forma clasica. Para cualquier A C §, defi-
nimos P(A) = #A/#. De este modo podemos calcular la probabili-
dad de ocurrencia de cualquier evento A C 2. Pero a menudo existen
situaciones en donde tenemos informacién adicional del experimento
aleatorio y esta informacién afecta el calculo de las probabilidades.

Imaginemos por ejemplo la situacion de desear adivinar el resultado
que se obtiene al lanzar un dado equilibrado. Podriamos apostar a que
se obtendra, por ejemplo, el nimero “2”. La probabilidad de ganar la
apuesta es obviamente 1/6. Ahora, supongamos que un “informante”
nos provee de la informacién de que un ntimero par serda obtenido.
Claramente nuestras probabilidades de ganar, apostando por el niimero
“2” nuevamente, seran ahora de 1/3. Este tipo de situaciones son cap-
turadas por el concepto de probabilidad condicional de un evento A
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dado otro evento B, denotada y definida como sigue

pap) = LANDB)

P(B)
La probabilidad condicional de un evento dado otro evento es entonces
un concepto que nos permite interaccionar con la realidad del fenémeno
azaroso al incorporar informacion adicional del mismo y actualizar el
calculo de probabilidades.

Otro de los conceptos clave en el lenguaje moderno de la teorfa de
la probabilidad es el de variable aleatoria. Una variable aleatoria es
simplemente una funcién X : 2 — R tal que para cualquier intervalo
abierto (a,b) de R, la imagen inversa X '(a,b) es un elemento de la
o-algebra A, dominio de definicién de la medida de probabilidad P. La
medida de probabilidad P se traslada entonces a los intervalos abiertos
de R mediante la siguiente regla. La probabilidad asignada al intervalo
(a,b) es simplemente el nimero P(X ~!(a,b)).

Ahora, dada una variable aleatoria X, uno puede calcular ciertos
numeros asociados a X . Estos ntimeros son los llamados momentos que
se denotan y calculan como sigue. Para cada ntimero natural n,

B(X") = /Q X"(w)dP(w),

suponiendo por supuesto que la correspondiente integral existe. Estos
nimeros son mediciones de ciertas caracteristicas de la funcion X y bajo
ciertas condiciones la identifican de manera tnica. Véase el articulo [1]
para un bosquejo historico de algunos conceptos bésicos de probabili-
dad. Con estos elementos preliminares estamos en posicion de dar una
primera aproximacion a la esperanza condicional.

2. Caso discreto

Consideremos primeramente el caso sencillo en donde tenemos dos
variables aleatorias discretas X y Y con posibles valores x1,...,2z,, v
Y1, - - -, Ym respectivamente. Comuinmente tenemos informacion de am-
bas variables aleatorias a un mismo tiempo a través de la funcién de
densidad conjunta

Fxy (@i y;) = P(X = 24, Y = y;).
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Definicion. La esperanza condicional de la variable aleatoria X dado
el evento (Y = y;) se calcula como sigue

E(X|Y =y;) =Y _xP(X = z;|Y =y).
i=1

Este es un nimero que depende del evento (Y = y;). Podemos con-
siderar entonces que este valor estd en funcién del nimero y;, o bien
considerar que tenemos una funcién del espacio muestral 2 de la si-
guiente forma. Sea w en 2 tal que Y (w) = y;. Definimos entonces

EX[Y)(w) = E(X|Y = y;).

De este modo hemos construido una funciéon E(X|Y) : @ — R y nos
preguntamos si tal funcién es en realidad una variable aleatoria.

Medibilidad. La respuesta a la pregunta anterior es afirmativa y ex-
plicamos a continuacion las razones. A través de sus m posibles valores
la variable aleatoria Y secciona el espacio muestral {2 en m eventos
disjuntos, a saber, (Y = y1),...,(Y = yn). Sobre cada uno de estos
eventos la funcién F(X|Y') es constante. Por ejemplo, sobre el evento
(Y = y;) el valor constante es

7= E(X|Y =y;) =Y mP(X =]y = y).
=1

Globalmente podemos escribir F(X|Y) en términos de funciones indi-
cadoras como sigue

m

E(X|Y)(w) =) BX[Y =)Ly ().

j=1

La minima o-dlgebra respecto de la cual la funcién Y es variable aleato-
ria es aquella generada por la particion {(Y = v1),..., (Y = yn)} ¥
denotada por o(Y'). Esta o-algebra consiste de 2™ eventos distintos y
como Y es variable aleatoria entonces o(Y) C A. Por ejemplo, en el
caso en el que Y es una variable aleatoria constante Y = ¢, se tiene que
oY) ={0,Q}.

Como E(X|Y) es constante en cada elemento de la particién resulta
que la funciéon E(X]Y') es o(Y)-medible y en consecuencia es verdade-
ramente una variable aleatoria. Observe que F(X|Y) toma a lo sumo
tantos valores distintos como lo hace Y.
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Propiedad fundamental. Dadas las consideraciones anteriores de-
mostraremos a continuacion una primera y fundamental propiedad que
satisface la esperanza condicional: Para cualquier evento F' de la o-alge-
bra o(Y’) se cumple la igualdad

/F(X|Y /X YdP(w (1)

Como cada elemento de ¢(Y) es una unién ajena de elementos de la
forma (Y = y;) entonces por propiedades de la integral es suficiente
demostrar (1) para estos eventos simples. Tenemos entonces que

/(Y: V)E(X|Y)(w)dP(w) _ L P(Y =)

= Z%P(X = $¢|Y = yj)P(Y = yj)

= Zml =z, Y =y;)
_ / X (w)dP(w)
(Y=y;)

Comentarios. De esta forma hemos definido la esperanza condi-
cional E(X|Y') para dos variables aleatorias discretas y hemos visto
que es una variable aleatoria o(Y )-medible con esperanza finita y que
cumple la igualdad (1). A la variable aleatoria E(X|Y) se le deno-
ta también por E(X|o(Y)). El argumento anterior es también vélido
cuando tanto X como Y toman una cantidad numerable de valores.
Observemos la diferencia entre E(X|Y = y;) vy E(X|Y). El primero
término es un posible valor numérico del segundo término que es una
variable aleatoria, sin embargo a ambas expresiones se les llama espe-
ranza condicional.

Ejemplo. Veamos un caso particular y revelador. Sean A y B dos
eventos cualesquiera con 0 < P(B) < 1. Supongamos que la variable
aleatoria X es la funcion indicadora del evento A y F es la o-dlgebra
{0,9, B, B°}. En otras palabras, F = ¢(Y") con Y la funcién indicado-
ra del evento B. Calcularemos F(X|F) que también podemos escribir
como E(14|1p). Primeramente recordemos que E(X|F) es F-medible.
Por lo tanto F(X|F) es constante tanto en B como en B°. Ademds
E(X|F) debe satisfacer la igualdad (1) para cualquier ' en F. Toman-
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do el caso particular F' = B obtenemos
/ E(X|F)(w)dP(w) = / I4(w)dP(w) = P(AN B).
B B
Como E(X|F) es constante sobre B tenemos que para cualquier w en
B,

P(ANB)
E(X|F = ———
Anélogamente, tomando el caso F' = B¢ obtenemos para cualquier w
en B¢,

— P(A|B).

P(AN B°)
P(B¢)
De modo que haciendo uso de las funciones indicadoras podemos es-

cribir

EX|F)(w) = = P(A|B°).

E(X|F) = P(A|B)lg + P(A|B°)1pe.
Lo anterior sugiere que la esperanza condicional puede verse como una
generalizacién del concepto basico de probabilidad condicional. Tam-
bién puede considerarse como una generalizacién del concepto de espe-
ranza pues dada la discusién anterior, no es dificil verificar que para
cualquier variable aleatoria X y para cualquier evento A,

1. E(X | {0,Q}) = B(X).
2. E(l440,9})=P(A).

El hecho es que la o-dlgebra F = {0, Q} realmente no proporciona
ninguna informacién adicional del experimento aleatorio y por lo tan-
to la esperanza se calcula directamente sobre la variable aleatoria. A
menudo se usa el término P(A|F) para indicar la esperanza E(14|F).

Podemos ahora retomar el ejemplo consistente en apostar en adi-
vinar el resultado de lanzar un dado equilibrado. Supongamos que in-
sistimos en apostar a que se obtendra el nimero “2”. Definamos en-
tonces los eventos A = {2} y B = {2,4,6}. Sea X = 14 y tomemos
F = {0,9Q, B, B°}. Esta o-dlgebra puede “distinguir” los resultados
“Cae numero par”’, evento B, y “Cae numero impar”, evento B¢, de
modo que nuestro “informante” nos reportara alguno de estos dos re-
sultados después de haber sido lanzado el dado. Entonces

E(X|F) = P(AB)lp(w) + P(A|B)lpe(w)
I1g(w)+0-1pe(w)
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De esta forma F(X|F) es una funcién que reporta nuestras probabili-
dades de ganar apostando por el nimero “2” en cada una de las dos
situaciones que la o-algebra F o nuestro “informante” distinguen: Re-
sultado par o impar.

En cambio, si tomamos F = 2 con Q = {1,2,3,4,5,6}, es decir,
la o-dlgebra “distingue” totalmente el resultado del lanzamiento del
dado y nuestro “informante” nos dice exactamente el resultado del ex-
perimento, entonces definiendo los eventos B; = {i}, parai =1,...,6,
tenemos

6
E(X|F) =Y P(A|IB)lp = P(AJA)14 =14 = X,
i=1
es decir, no hay sorpresas, cuando sabemos con precision el resulta-
do del experimento, conocemos obviamente la probabilidad de ganar
apostando por el numero “2”7, ésta es 0 6 1.

3. Definicién general

Hemos definido entonces el término F(X|Y) cuando X y Y son
variables aleatorias que toman un numero finito de valores. Ahora con-
sideraremos cualquier variable aleatoria X, con la tnica condicién de
que sea integrable, y en lugar de Y o o(Y), consideraremos una sub
o-algebra cualquiera F C A. A través del siguiente resultado se define
el término més general E(X|F).

Teorema 1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X una
variable aleatoria con esperanza finita. Sea F una sub o-dlgebra de A.
Entonces existe una variable aleatoria denotada por E(X|F): Q — R
tal que

1. E(X|F) es F-medible.
2. E(X|F) tiene esperanza finita.
3. Para cada F en F,

/F B(X|Y)(@)dP(w) = /F X (w)dP(w). @)

Ademds, la variable aleatoria E(X|F) es dnica en el siguiente sentido.
Su existe otra variable aleatoria X con las tres propiedades anteriores,
entonces X = E(X|F) casi sequramente, es decir, P(X = E(X|F)) =
1.
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No presentaremos aqui la demostraciéon del teorema anterior, que
en realidad es consecuencia del teorema de Radon-Nikodym. Fue de-
mostrado por Kolmogorov en 1933 y es la forma en la que aparece como
definicién en casi cualquier libro de probabilidad que trate el tema.

Después de una primera lectura, la definicién puede parecer un tan-
to oscura pues ésta no nos provee de una expresion explicita para es-
ta esperanza, como en el caso discreto mencionado antes. Unicamente
conocemos parte de su comportamiento a través de las tres propiedades
que la definen. Sin embargo, estas tres condiciones no deben parecernos
ahora arbitrarias o extranas tomando en consideraciéon nuevamente el
caso discreto.

El problema planteado al inicio de nuestro trabajo y que se resume
en la pregunta ;Coémo concebir intuitivamente este concepto llamado
“esperanza’ cuando en realidad es una variable aleatoria?, fue parcial-
mente resuelto pues pudimos darnos cuenta, en el caso discreto, que la
variable aleatoria F(X|F) puede, en algunos casos, tomar los valores
E(X)y P(A|B). Para comprender més profundamente a la esperanza
condicional nos propondremos ahora como objetivo descubrir algunas
otras de sus propiedades. Para ello asumiremos hipotesis adicionales so-
bre X o sobre F y veremos cémo cambia la esperanza. Mas atn, en la
ultima seccion de este trabajo veremos algunos usos e interpretaciones
interesantes de este concepto.

4. Primeras propiedades elementales

Estudiaremos ahora algunas propiedades elementales y bien cono-
cidas de la esperanza condicional. La mayoria de estas propiedades se
desprenden de las propiedades de la integral de Lebesgue y de la im-
portante propiedad (2).

a) Primeramente observemos que X y E(X|F) son dos variables
aleatorias con la misma esperanza, es decir, E(E(X|F)) = E(X).
Esta propiedad se sigue directamente de la igualdad (2) tomando
el caso particular cuando el conjunto F' es la totalidad €.

b) Cuando X es F-medible entonces X mismo cumple con las tres
condiciones que caracterizan a E(X|F). Por la unicidad tenemos
entonces que casi seguramente F(X|F) = X.

c¢) Debido a la propiedad lineal de las integrales tenemos la propiedad
analoga
E(aX +Y|F) =aE(X|F)+ E(Y|F).
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La esperanza condicional preserva la no negatividad, es decir, si
X > 0 entonces E(X|F) > 0. Para demostrar esta propiedad pro-
cedemos por contradiccién. Supongamos entonces que
P(E(X|F) < 0) > 0 y definamos el evento A4, = (E(X|F) <
—1/n). Entonces forzosamente P(A,) > 0 para algin nimero
natural n. Por lo tanto

/ XdP = / B(X|F)dP < —2P(A,) < 0.
An Ay, n

Esto contradice la hipotesis X > 0.

Estas y otras propiedades aparecen resumidas mas adelante. Veamos
ahora algunas otras propiedades un poco mas avanzadas.

5.

Otras propiedades

Mencionamos a continuacién algunas otras propiedades y omitimos
la demostracién correspondiente. Nuestro objetivo es inicamente ilus-
trar el comportamiento de la esperanza condicional.

)

Primeramente mencionaremos la desigualdad de Jensen. Esta de-
sigualdad establece que si h es una funcion convexa tal que la
variable aleatoria h(X) es integrable entonces casi seguramente

hE(X|F)] < E(h(X)|F).

Asi por ejemplo, para la funcién convexa h(z) = e” obtene-
mos la desigualdad e#X1%) < E(eX|F). Otro caso particular-
mente interesante se obtiene cuando se toma la funcién convexa
h(z) = |z|™ con n un nimero natural. La desigualdad de Jensen
establece entonces que |E(X|F)|" < E(]X|"|F). Tomando espe-
ranzas de ambos lados obtenemos la desigualdad E(|E(X|F)|") <
E(E(|X|"F)) = E(]X]|™). En palabras, lo anterior dice que la
variable aleatoria E(X|F) tiene momentos menores o iguales a
los de X.

Otra propiedad interesante es aquella que se obtiene cuando su-
ponemos que tenemos dos sub o-algebras F; y F» que guardan
la relaciéon F; C Fy. Bajo estas condiciones E(X|F;) es entonces
Fy-medible y por lo tanto

E(E(X|F)|F2) = E(X[F) cs.
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g ) Si Y es una variable aleatoria F-medible y acotada entonces

E(XY|F) = YE(X|F) cs.

h) Finalmente, si la variable aleatoria X es independiente de la o-
algebra F entonces

E(X|F)=E(X) cs.

A manera de resumen presentamos a continuacion una lista parcial
de propiedades de la esperanza condicional.

’ Algunas propiedades de la esperanza condicional E(X|F) ‘

1. Existe y es unica c.s.
. Es F-medible e integrable .

. Para cualquier F' € F, / E(X|F)dP = / XdP.
F

F

. .7: ={0,Q} = E(X|F) = E(X).

E(E(X|F)) = E(X)

. X es F-medible = E(X|F) = X c.s.

. E(aX +Y|F)=aE(X|F)+ E(Y|F) cs

. X>0= EX|F)>0cs.

10. Jensen: h convexa = h[E(X|F)] < E(h(X)|]-") .8

11. Fl - FQ = E( (X|f1)|F2) (X|F1)

12. Y es F-medible y acotada = E(XY|F) = YE(X|.7-") c.s
13. X independiente de F = E(X|F) = E(X) c.s.

cooo\l.@cnrm w N

Estas y otras propiedades interesantes pueden encontrarse en [3] o [5].
Por ejemplo, puede demostrarse que la esperanza condicional es “conti-
nua” cuando tomamos operaciones limite tanto en X como en F, bajo
algunas condiciones usuales del limite, por ejemplo monotonia.

6. Algunos usos de la esperanza condicional

En esta seccion final mencionaremos algunas interpretaciones y con-
textos en donde surge, a veces de manera inesperada, la esperanza
condicional. El material siguiente es ligeramente avanzado y el lector re-
querira necesariamente de conocimientos mas alla de los elementales de
probabilidad basica. Ningun lector debe sentirse amendrentado por este
comentario, mejor aun, se le invita a profundizar en el tema siguiendo
alguna de las referencias que se proporcionan en cada seccion.
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6.1. Esperanza condicional y prediccion

Comunmente existen situaciones en donde a través de una variable
X, o una transformacién de ella, deseamos predecir o explicar el com-
portamiento de otra variable Y. Supongamos que g(X) es la funcién uti-
lizada para predecir Y. Entonces uno desea encontrar la expresién de g
tal que el error cuadritico medio definido por el niimero E[(Y —g(X))?|
sea minimo.

Se puede demostrar que la esperanza condicional cumple con estas
condiciones, es decir, de entre todas las posibles expresiones de g(X)
para predecir Y, la mejor en el sentido de tener el error cuadrético
medio més pequeno es la funciéon E(Y|X), es decir,

E[(Y = g(X))*] = E[(Y — E(Y|X))?].

La demostracién de este hecho puede ser encontrada en el capitulo 8
de [3].

6.2. La esperanza condicional es una proyeccién

Podemos considerar a la esperanza condicional como un operador
X +— E(X|F) que toma elementos del espacio L'(, A, P), constituido
por todas las variables aleatorias integrables, y las lleva a elementos
del mismo espacio. Se puede demostrar que este operador es continuo,
lineal y tiene norma uno.

Mas especificamente, nos restringiremos al subespacio lineal y cerra-
do L*(Q, A, P) C LY, A, P), conformado por todas aquellas variables
aleatorias cuadrado integrables, es decir, que tienen segundo momento
finito. En realidad este subespacio es un espacio de Hilbert con producto
interior dado por la siguiente expresion

(X,Y) = /Q X ()Y (w) dP(w).

Este producto proporciona una estructura geométrica al espacio y nos
permite hablar de ortogonalidad entre variables aleatorias y en parti-
cular de proyecciones sobre subespacios.

Denotemos por X — IIx(X) a la proyeccién del espacio L?(€2, A, P)
al subespacio L*(Q, F,P) en donde F C A. Observe que la tnica
diferencia entre los dos espacios es la o-dlgebra usada. ;Cémo es este
mapeo proyeccion? Se puede demostrar, y aqui viene la sorpresa, que
tal proyeccién adquiere la forma de la esperanza condicional, es decir,

r(X) = E(X|F).
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Véase [3] o [5] para un recuento méas detallado de esta forma de inter-
pretar la esperanza condicional en el espacio de Hilbert L%(Q, A, P).

6.3. Procesos estocasticos

En esta pequena secciéon veremos como el término de esperanza
condicional aparece en el lenguaje de los procesos estocéasticos. Un pro-
ceso estocastico es simplemente una coleccion de variables aleatorias
{X; : t > 0} indexadas por el parametro ¢ > 0 usualmente interpre-
tado como el tiempo. Este es un modelo a través del cual se pretende
representar fenémenos aleatorios que se desarrollan en el tiempo. Para
cada t > 0 la variable aleatoria X; representa el valor de la variable
de interés al tiempo t. Los distintos tipos de procesos se obtienen al
establecer los grados de dependencia o independencia de las variables
aleatorias que conforman el proceso estocéstico. Véase por ejemplo [2]
para profundizar sobre este tema. Antes de presentar dos ejemplos de
procesos estocasticos particulares, definamos para cada t > 0 la o-alge-
bra

Fi=0{X,:0<s <t}

La coleccion F; cominmente se interpreta como la historia del proceso
hasta el tiempo t. Es decir, en F; estan contenidos todos los posibles
eventos o sucesos generados por el proceso en el intervalo [0, t].

Procesos de Markov. Decimos que el proceso {X; : ¢ > 0} es un
proceso de Markov si para cada par de tiempos s y ¢ tales que 0 < s < ¢,
se verifica la igualdad

P(X, e A| F,) =P(X, € A| Xy).

Esta condicién puede parafrasearse del siguiente modo. El compor-
tamiento futuro (tiempo t) del proceso dado la historia del mismo hasta
el tiempo s no depende del pasado remoto (tiempos antes de s) sino
unicamente del pasado inmediato (tiempo s). Los procesos de Markov
constituyen una clase importante de procesos estocasticos por su amplia
aplicacién.

Martingalas. Otro tipo de proceso estocastico que puede definirse
usando el concepto de esperanza condicional son las martingalas. Deci-
mos que el proceso estocastico {X; : ¢ > 0} es una martingala si para
cualesquiera tiempos s y t con 0 < s < t se cumple la igualdad

E(Xi|Fs) = X5 cs.
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Nuevamente podemos dar una interpretacion de esta ecuacion del si-
guiente modo. El valor promedio del proceso al tiempo ¢ dada la historia
del mismo en el intervalo de tiempo [0, s] es el valor del proceso en el
ultimo momento observado, es decir, X. Una de las interpretaciones
mas claras del concepto de martingala se logra en términos de juegos de
apuestas justas. Si X, representa el capital de un apostador al tiempo
t en una sucesion continua de apuestas justas, entonces en promedio el
capital del jugador al tiempo futuro ¢ serd el capital que tuvo al tiempo
s. Es decir, en promedio el jugador no gana ni pierde y en este sentido
el juego es justo.

6.4. Teorema ergddico de Birkhoff

Para concluir este trabajo mencionaremos un contexto mas en el
que aparece la esperanza condicional.

Consideremos un espacio de probabilidad (£2,.4, P) junto con una
transformacion T :  — € que es A-medible y preservadora de la

medida P. Esto ultimo quiere decir que para cualquier conjunto A de
la clase A se cumple la igualdad P(T"1A) = P(A).

Supongamos que tenemos una variable aleatoria X : €2 — R que
es integrable. Entonces el teorema ergddico individual (o puntual) de
Birkhoff de 1931 establece que existe una variable aleatoria X*: 2 — R
tal que cuando n tiende a infinito

% S X(Thw) = X*(w), (3)

para casi todo punto w de 2. Adicionalmente la variable aleatoria X*
resulta ser también integrable, de hecho F|X*| < F|X|. Es ademds
T-invariante, es decir, se cumple que X*(Tw) = X*(w) para casi todo
punto w.

Pero ;quién es esta misteriosa variable aleatoria X*? Pues resulta
que si definimos la o-algebra F que consta de todos aquellos conjuntos
F que son T-invariantes, es decir, que satisfacen la igualdad T-'F = F,
entonces ;Puede el lector adivinar la respuesta? La misteriosa variable
aleatoria es nuevamente la esperanza condicional, es decir,

X* = E(X|F).

En particular, cuando la medida de probabilidad P es ergddica, es decir,
cuando todo subconjunto invariante bajo T tiene probabilidad cero o
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uno (alternativamente se dice que 7" es ergddica), entonces toda variable
aleatoria X es independiente de F y por lo tanto F(X|F) es constante
E(X). En este caso particular tenemos entonces que el promedio tem-
poral (3) es igual al promedio espacial E(X). Esta igualdad se conoce
con el nombre de “hipdtesis ergodica” y anteriormente se pensaba que
los sistemas dinamicos como el que hemos mencionado satisfacian es-
ta hipdtesis. El lector interesado puede consultar [4] para profundizar
sobre este tema.

7. Conclusiones

Hemos intentado presentar el concepto de esperanza condicional de
una manera simple con la intencién de que no parezca un objeto de-
masiado alejado de las ideas elementales de probabilidad. Esto es de
particular importancia en el aspecto didactico pues no es dificil en-
contrar situaciones en donde los términos F(X|Y = y) y E(X|Y) son
confundidos. Adicionalmente y con el fin de hacer mas asequible este
concepto hemos ilustrado brevemente algunos ambientes en los cuales
surge o es usada la esperanza condicional.
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