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El momento producido por una fuerza o momento estdtico,
suele ser introducido en los textos y cursos a través de una
expresion del dlgebra vectorial, util y poderosa sin duda,
pero poco inteligible. El articulo se propone recobrar el sig-
nificado del concepto de momento estdatico y la justificacion
matemdtica de su expresion. Esta biusqueda nos conduce a
la vieja y conocida Ley de la Palanca, de la cual se ofrece
una demostracion moderna, pero inspirada en las cldsicas
de Galileo y Lagrange. De dicha ley surge, de manera natu-
ral, una primera definicion "escalar”de momento estdtico.
Generalizando la idea de palanca a la de un solido “plano”,
obtenemos la definicion general de momento estdtico en un
plano, la cual se traduce, fdcilmente, en un vector drea en
el espacio tridimensional. Se hace ver la consistencia de es-
ta idea y de la recurrencia al equilibrio de una palanca: se
demuestra que la suma, como vectores ordinarios, de dos
momentos corresponde, como momento, al resultante de los
momentos que se obtiene al “balancearlos” en una palanca.
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0. Introduccién

En los cursos de Estatica de las escuelas de ingenieria o en el tema
de Estatica de los cursos de Fisica del Bachillerato y las escuelas de
Ciencias, podemos encontrar que la definicion del momento que produce
una fuerza con respecto a un punto y las condiciones de equilibrio de un
solido, a saber: suma de fuerzas igual a cero y suma de momentos igual
a cero, se dan practicamente sin justificacién alguna. Especialmente si
los momentos y las condiciones se expresan en el lenguaje del Algebra
Vectorial (la cual permite una gran concision) resultan poco inteligibles,
como puede constatarse con las dificultades que tienen los estudiantes.
Creemos que esto se debe a la pérdida de significados: Los vectores
y sus propiedades representan la sintesis de todo un proceso, el cual
parece haber caido en el olvido. Este es el caso, por ejemplo, de la
ley del paralelogramo para la adicién (geométrica) de vectores, la cual
fue justificada para el caso de fuerzas, muy ingeniosamente por cierto,
por Simon Stevin (1548-1620). Y también es el caso, aparentemente con
mayor razon como veremos mas adelante, para el momento con respecto
a un punto (centro de giro) producido por una fuerza que tiende a
hacer girar a un sélido respecto a un centro y el cual seguramente
todos recordamos modelado con un producto vectorial, constituyendo
la aplicacién por excelencia (si no es que la tinica) de la multiplicacién
vectorial.

En su clésico libro, The Science of Mechanics, el distinguido hombre
de ciencia Ernst Mach (1838-1916) analiza, en los cimientos mismos
de la mecanica, algunos “descubrimientos matematicos” de leyes fisicas
que no dejan de sorprendernos. Estas leyes, tienen en comun el ser
demostradas matematicamente imaginando un experimento que no se
puede realizar, estrictamente hablando, debido al alto grado de idea-
lizacién que presupone, el cual no parece ser de este mundo sino més
bien del topos uranos de Platén (volveremos a este punto). No podemos
hacerle justicia a dicho anélisis, asi que nos conformaremos con algunas
observaciones.

El primer principio de la Estatica y con él practicamente inicia el men-
cionado libro (Mach 1960) es la Ley de la Palanca, que fué establecida
por vez primera por Arquimedes (Heath 1897, 189). Como segundo
principio, Mach ha escogido a la Ley del Plano Inclinado, descubri-
miento de Stevin, quien la establece de una manera sorprendentemente
simple y convincente y de la que surge la Ley del Paralelogramo para
la suma de fuerzas. Sin embargo, para el establecimiento del momento
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estatico, aunque es evidente su parentezco con la Ley de la Palanca,
Mach hace este comentario:

Ahora trataremos de obtener alguna idea de la manera en la cual la
nocion de momento estdatico, por el cual, como sabemos, es entendido
el producto de una fuerza por la perpendicular bajada desde el eje de
rotacion a la linea de accion de la fuerza, pudo haber sido concebida —
aunque el camino que realmente condujo a esta idea no es cabalmente
conocido. (Mach 1960, p. 29)

El objetivo de la cita es recalcar que, por una parte, lo del momento
estatico esta aiin mas enterrado en el olvido en comparacién con la suma
(geométrica) de fuerzas y, por la otra, el reto mayor que constituye el
rescatarlo y examinarlo a la luz. Aparte de su interés en el plano episte-
moldgico v su repercusion educativa, estan ciertas inquietudes filoséfi-
cas: uno se pregunta si es posible establecer la nocion general de momen-
to estatico y la condicion de equilibrio que lo acompana siguiendo las
lineas de Arquimedes, Stevin y Galileo, esto es, desde las matematicas
mismas, imaginando experimentos idealizados. Los matematicos suelen
ser acusados de platonismo, i.e. creer que los objetos matematicos son
parte de la realidad (o peor atin, en caso de platonismo agudo, que son
la auténtica realidad, el mundo sensible siendo una pobre e imperfecta
réplica). O desde el dngulo opuesto (pero que viene a resultar lo mis-
mo), como lo expone un notable y controvertido matemadtico ruso en
un articulo en internet:

Las matemadticas son parte de la Fisica. La Fisica es una ciencia experimental, una parte
de la ciencia natural. Las matemdticas son aquella parte de la Fisica donde los experimen-
tos resultan baratos (Arnold 1997).

Nuestro interés es realizar un ejercicio en platonismo® por una buena
causa, la de intentar rescatar la nocion de momento estatico.

En este articulo ofrecemos una justificacion de la definicién de momento
estdtico y la correspondiente condicién de equilibrio de un sélido (suma
de momentos igual a cero). Para ello, motivados por las versiones de
Galileo (1564-1642) y Lagrange (1736-1813), deduciremos primero la
ley de la palanca, la cual, como se sabe, establece que

En una palanca en equilibrio apoyada en un punto (fulcro) y sobre la
que se suspenden dos cuerpos, uno de cada lado del fulcro, sus pesos
son inversamente proporcionales a sus brazos de palanca,

10 si se prefiere, una serie de pertinentes experimentos mentales, con la esperanza
de que resulten reveladores.
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donde los brazos de palanca son las distancias del punto de apoyo a
las posiciones sobre la palanca desde las que se suspenden los graves.
En primer término, deduciremos esta ley partiendo de supuestos “mini-
mos”. Posteriormente, justificaremos la definicion de momento signado,
como lo conocemos hoy en dia, permitiéndonos obtener relaciones ge-
nerales. Esto es, para que una barra apoyada sobre un punto (fulcro) y
sometida a dos cargas en sus extremos no rote, se debe cumplir que la
suma algebraica de los momentos debe anularse; lo que después se ex-
tenderd para n cargas. Con esto nos referimos a momentos que actian
en un mismo plano y en los casos en que las fuerzas (cargas) son per-
pendiculares a sus brazos de palanca.

El siguiente paso, todavia en un mismo plano, es incluir fuerzas gra-
vitatorias no necesariamente perpendiculares a sus brazos de palanca.
Para ello generalizamos las palancas introduciendo discos apoyados en
su centro (que constituyen un modelo de sdlido plano), en los que se
suspenden pesos equilibrandolos. Reemplazamos los pesos por fuerzas
en general y con ello tenemos el modelo general de momento estatico
signado (plano). En el ultimo paso, consideraremos momentos en el es-
pacio, reemplazando el momento signado por un vector area, mostrando
la consistencia de tal representacion, esto es, que efectivamente los mo-
mentos tienen un comportamiento vectorial y finalizamos con la condi-
cién de equilibrio rotacional: suma vectorial de momentos igual a cero
(vector).

1. Ley de la Palanca y Momento Estatico

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.c.) sustenta la deduccién de la Ley
de la Palanca en varios postulados, el primero siendo enunciado y ana-
lizado por Mach, asi como también las ideas claves en la deduccion
de Arquimedes (Mach 1960, pp. 13-17). Sus dos partes en la versién
original?> de Arquimedes son:

1 Pesos iguales [actuando] a distancias iguales [del punto de apoyo] estdn en equilibrio.

i Pesos iguales [actuando] a distancias desiguales [del punto de apoyo] no estdn en

equilibrio, sino que se inclinan hacia el peso de la distancia mayor.

Pasa luego a exponer la demostracién de dicha ley por Galileo (Mach
1960, p. 17), en la que la idea que constituye el recurso esencial y que
es empleado reiteradamente en la deduccion de Arquimedes ha sido

2Los incisos y los corchetes son nuestros, aunque sugeridos por la redaccién de
Mach.
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grandemente sintetizado a una sola instancia, por lo que esta justifi-
cacion de Galileo resulta mucho méas breve.

Mach objeta la legitimidad de ambas demostraciones, por considerar-
las en circulo vicioso (Mach 1960, pp. 19-20), afirmando que lo que se
quiere demostrar es utilizado de algin modo implicitamente. Y justa-
mente se refiere al aludido recurso. Este consiste esencialmente en susti-
tuir, en una palanca en equilibrio, un peso particular por una segunda
palanca en equilibrio con dos pesos iguales a la mitad del peso original
y suspendida de su punto medio en el lugar donde se suspendia el peso
original (hasta aqui no ha pasado nada: el equilibrio se mantiene) y
luego eliminar esta palanca interior suspendiendo directamente sus dos
pesos de la palanca original, sin alterar el equilibrio (esta segunda parte
es la objetada).

Pero no deseamos entrar en disputa con Mach, sino apuntar la necesidad
de justificar el multicitado recurso. En la prueba de Galileo los pesos
discretos son reemplazados por una barra continua de seccién uniforme
(un prisma). Nuestra versién de la justificacién de la Ley de la Palanca,
por cierto, simplifica la de Galileo al tomar como modelo la de Lagrange
(ver la Seccién 4).

Una palanca de peso despreciable debe equilibrar un objeto de peso A,
del lado izquierdo y otro objeto de peso B, en el derecho. Para tal fin,
se utilizaran cuerdas para colgar los objetos de la palanca en los puntos
X e Y (ver figura 1). Nos proponemos determinar la posicién del punto
de apoyo, i.e. el punto donde debe apoyarse o colgarse la palanca, de
tal manera que quede en equilibrio.

A ¥ X Y
| | |
| B | A | B 1]
} 2a Hy— 2b —|
Sustitucion de los objetos
pesados por barras.
Figura 1. Figura 2.

Si los objetos A y B tuvieran el mismo peso, nuestra experiencia previa
con palancas (balancines, balanzas, etc.) dicta que bastaria que los
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puntos X e Y equidistaran del fulcro (mismos brazos) para lograr el
equilibrio; pero, si el objeto A es el de mayor peso, nuestra experiencia
nos dice que debe estar mas cerca del fulcro que B; es decir, que hay una
relacién inversa entre el peso y su brazo de palanca. Determinaremos y
probaremos esta relacién, en forma precisa.

La estrategia que utilizaremos consistira en transformar el problema
en otro mas facil de resolver aplicando el menor ntmero posible de
supuestos y (en la medida de lo posible) dictados por el sentido comun.

Suponiendo que la palanca mostrada en la figura 1 estuviera en equi-
librio, apoyada en el punto adecuado, esa condicién no se alterara si
sustituimos los dos objetos de pesos A y B por dos barras “planas”,
homogéneas de (la misma) seccién uniforme y con el mismo peso que
aquellos, colgadas directamente arriba de sus centros geométricos a los
puntos X e Y, respectivamente (ver figura 2); las longitudes de estas
barras seran tales que estén en la misma proporcién que los pesos A y
B, puesto que tienen la misma densidad lineal. Concretamente, si 2a y
2b son estas longitudes, se cumple la proporcién (2a)/(2b) = A/B (o
equivalentemente a/b = A/B) y si adicionalmente escogemos que a + b
coincida con la longitud del segmento que une X con Y, i.e. a+b= XY,
entonces las longitudes a y b estaran univocamente determinadas y las
barras tendran la configuracion de la figura 2, en la que la segunda
barra (de peso B) es la continuacién de la primera y no queda ningin
espacio entre ellas.

Para hallar la posicion del fulcro, en el caso de una configuracion de
cargas como la figura 2 (que debe ser la misma posicién que para el
equilibrio de la configuracién de la figura 1), pensemos primero en un
caso mas favorable. Si unimos las barras de manera que formen una
barra continua de longitud 2a + 2b (y peso A + B) e imaginamos las
barras fijadas en la palanca, por haber una distribucién simétrica de
las cargas con respecto a la seccién media de la barra continua (i.e. la
que equidista (a + b) de los extremos derecho e izquiedo de la barra
unién), debemos tener equilibrio con el fulcro directamente arriba de
dicha seccién media (ver figura 3) y sélo en esa posicion; podemos
convencernos de lo primero (i.e. el fulcro en la posicién media asegura
el equilibrio), de acuerdo a Mach, no aprioristicamente por el llamado
principio de la razon suficiente, que en este caso se resumiria en que no
hay razon para que la palanca se incline hacia un lado en preferencia
sobre el otro, sino porque lo anterior condensa una serie de experiencias

3Valerse de una barra continua (un prisma) es una idea de Galileo (1954, 110
112).



MOMENTO ESTATICO 35

en lo negativo y en lo positivo? acerca del fenémeno (Mach 1960, 14-15).

Adoptaremos una generalizaciéon del primer postulado de Arquimedes
extendiéndolo al caso continuo (véase al final de la demostracion).

. ¥ X b &
f—tr —e- ] ~Hi— 1 —H4- b - = b —Hj— {1 —H|

J“'{ = B 1 1

- I S S R

p—it —e—it —p—h-—H-H

Peso A+ B Equilibrio equivalente ol de

suspendido del centro la barra continua (fig. 3)
Figura 3. Figura 4.

Ahora, el equilibrio del sistema palanca-barra continuard, aunque la
barra no sea de una sola pieza y empecemos a destensar las fuerzas
internas del sistema que mantenian a las barras fijadas a la palanca.
Apelamos aqui a una consecuencia de un principio fisico que dirfa que
dos sistemas (sujetos a fuerzas externas y con los mismos apoyos) son
estaticamente equivalentes si se puede pasar de uno a otro, por el simple
reacomodo de las fuerzas internas, pero sin que ocurra un cambio en la
disposicién de las fuerzas externas (i.e. cargas). Mas precisamente:

Figura 5.

Las fuerzas externas ... son las responsables del comportamiento externo del cuer-
po rigido. Las fuerzas externas causardn que el cuerpo se mueva o asequrardn que éste

permanezca en reposo (Beer € Johnston, 3.2 p. 72).

“Entre las experiencias en lo negativo estd la referente a que la posicién del
observador no ejerce influencia alguna; luego el observador debe ver lo mismo si se
sitia de uno o del otro lado del plano de rotacion de la palanca dada la simetria.
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Asi, podemos llegar a la configuracién equivalente de la figura 4, incluso
continuar hasta la de la figura 5, puesto que cada una de las dos barras
estd en equilibrio por estar suspendida por su centro (de acuerdo al
primer postulado modificado) y por lo mismo no habra influencia de
una barra sobre la otra. Asi pues, arribamos a que la posicion del fulcro
en la figura 1 sélo puede darse como en el de la figura 4, esto es, el
brazo del peso A debe ser b, mientras que el brazo del peso B debe
ser a. Luego la razén entre los brazos, digamos b : a, que sabemos que
coincide con B : A, es la inversa de la razon entre los correspondientes
pesos, quedando establecida la Ley de la Palanca.

Si denotamos con 74 el brazo de palanca del peso A y con rg el brazo
del peso B, tenemos que 74 = by rg = a, luego la ley de la palanca
puede enunciarse

Una condicidn necesaria y suficiente para que dos pesos (A y B) estén en equilibrio

es que sus brazos estén en razén inversa a sus pesos, esto es

ra _ % _Is (1)
B Fy

Donde hemos usado la letra F' para referirnos a fuerzas en general y no
solamente a pesos, pues estos tltimos no son sino fuerzas gravitatorias.
Es posible que F4 y A no coincidan numéricamente, dependiendo del
sistema de unidades elegido, pero en cualquier caso solo habra de por
medio una constante de proporcionalidad que serd la misma para Fg y
rg, esto es, la razén de F4 a A sera la misma que de Fg a B. En otras
palabras, la relacién (1) no depende del sistema de unidades elegido.

Para que la relacién (1) sea también una condicién necesaria, se requiere
modificar la parte # del primer postulado de Arquimedes para llevarla
al caso continuo y no sélo la primera parte. Una posibilidad seria como
sigue:

i Pesos actuando simétricamente con respecto al punto de apoyo
estan en equilibrio.

ii 'Y si desplazamos el punto de apoyo hacia uno de los lados, no
estardn ya mds en equilibrio, sino que la palanca se inclinard hacia el
lado opuesto.

La relacién (1) nos va a servir de base para definir el momento estatico
de una fuerza. Para ello, escribamosla equivalentemente como

TAFA:TBFB (2)
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Observando que en cada miembro de esta segunda igualdad aparecen
peso y brazo de un mismo objeto, podemos fijar la fuerza y el bra-
zo de palanca en el miembro izquierdo® en la ecuacién (2) con lo que
tendremos una infinidad de parejas (rg, Fig) que la satisfacen, corres-
pondiendo a diferentes pesos y brazos de palanca en el lado derecho
que hacen posible el equilibrio de la palanca de la figura 1 en la que se
han fijado brazo y peso del objeto de la izquierda, bastando con que los
productos de brazos por pesos sean iguales al producto del brazo y el
peso fijados; este conjunto de parejas forman una clase de equivalencia.
Mas precisamente, podemos definir una relacién de equivalencia en el
conjunto de parejas (r, F'), donde (ry, F}) esta relacionado con (ry, F3)
siempre que r; Fy = ro F55, i.e. si la fuerza Fy con brazo r; equilibra
a la fuerza Fy con brazo ro. De esto, tenemos que el producto es un
invariante de las parejas equivalentes; luego, resulta natural designarlo
con un nombre propio, el cual se ha convenido en llamar momento pro-
ducido por una fuerza F con respecto a cierto punto. Esta magnitud
fisica expresa una medida de la tendencia de la fuerza F' de girar la
palanca alrededor del punto.

En términos de momentos, la ley de la palanca puede entonces ex-
presarse como sigue:

Una palanca estd en equilibrio si (y sdlo si) el momento respecto al
fulcro que produce la fuerza aplicada en un brazo es igual al momento
producido por la fuerza que actia en el otro brazo.

Equivalentemente, podriamos enunciarla en términos de que la diferen-
cia de momentos sea cero, e.g. r1 I} — ro Fy = 0. Si retomamos lo del
momento como la tendencia que tiene a hacer girar la palanca (res-
pecto al fulcro) y nos imaginamos la fuerza F; del lado izquierdo del
fulcro, luego tendiendo hacer girar la palanca en el sentido antihorario,
mientras que la fuerza Fy tiende hacer girar la palanca en el sentido
horario, pareceria razonable asignarle un signo positivo al primer mo-
mento M; (producido por Fi) y negativo al segundo, My; asi My = ry F}
y My = —ry F;. Con esta convencion algebraica de momentos, la ley de
la palanca podria expresarse con la ecuacion

M1 + M2 =0 5 (La suma algebraica de los dos momentos es cero) (3)

pero en realidad la ecuacién (3) es la expresion de la condicion de
equilibrio para el caso de dos momentos. Hemos verificado, en el caso
n = 2, la Condicién de Equilibrio de momentos, a saber

Sigualmente pudo haber sido elegido el miembro derecho.
6Resulta inmediato verificar que se trata de una relacién reflexiva simétrica y
transitiva, i.e. de equivalencia
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Para que una palanca, sobre la que actian n fuerzas esté en equilibrio,
es necesario y suficiente que la suma algebraica de los momentos de las
n fuerzas sea igual a cero.

A continuacién demostraremos la Condicion de Equilibrio de la palanca
(cuando actian dos fuerzas o més) procediendo por induccién mate-
matica. El enunciado ya ha sido demostrado para n = 2. Suponemos
que la Condicién es véalida para n = k (k > 2) y consideremos una
palanca sobre la que actian k + 1 fuerzas F; con brazo de palanca r;.
Reordenando los indices (y cambiando al observador al otro lado del
plano de ser necesario), podemos suponer a F3, con brazo r3 aplicada
en el lado izquierdo del fulcro y a las dos fuerzas F; y F5 del lado
derecho del mismo, cuyos brazos de palanca son ry y ro, respectivamente
(ver figura 6). Sustituiremos estas dos fuerzas por una sola fuerza (la
resultante de ellas) de magnitud Fg, de manera que produzca el mismo
efecto que aquéllas; primero supondremos la palanca en equilibrio y
probaremos que la suma algebraica de momentos se anula.

|[&=—T1 — T3 1
if.-:r'-;-fl ﬂ{, :
F Fs F F,
Figura 6. Figura 7.

En primer término notemos que el equilibrio de la figura 6 es equi-
valente al de la figura 7, en la que las fuerzas F} y F, se aplican ya
no directamente sobre la palanca original, sino sobre una palanca mas
pequena (también de peso despreciable) firmemente sujeta a la original,
pero sin cambiar los brazos, ni las magnitudes de las fuerzas.”

Ahora destensando la fuerza interna, que por medio de una cuerda (sin
peso) mantiene adherida la palanca pequena, la cual al ser liberada
pende de la posicion apropiada para que las fuerzas F; y Fy, que actian
sobre la palanca pequena, con brazos 7} y i respectivamente, estén en
equilibrio. De acuerdo a la Ley de la Palanca: r{ : ry = F5 : Fj. Con-
siguientemente la segunda palanca descendera en equilibrio y puesto

"Hay que tener en mente que las eventuales otras fuerzas no mostradas y sus
respectivos brazos de palanca, no sufren cambio alguno a todo lo largo del proceso
que describiremos.
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| KT T —) L-r'-a + T4
lrl F ¥ IF] Fr=Fa+tFs3
rin=FF Eguilibrio equivalente
Figura 8. Figura 9.

que la disposicion de las fuerzas externas no han sufrido cambio alguno
(s6lo acaso las internas), todo el sistema de k+ 1 fuerzas continuard en
equilibrio (Fig. 8).

Puesto que este proceso es reversible, tenemos que la configuracién de
la figura 8 es equivalente a la de la figura anterior y ésta, a su vez, a la
de la figura 6. Ahora bien, la configuracién de la figura 8 es claramente
equivalente a la de la figura 9 (véase) en la que las dos fuerzas, Fy y Fy,
han sido sustituidas por su resultante Fg, que es justamente su suma
y que actia donde actuaba la palanca pequena, esto es un brazo de
palanca igual a 7y + 7. Denotando con Mg el momento producido por
Fr tenemos, tomando en cuenta la convencién de signos, que

FR = F1+F2 ’l“/lFl :TQFQ (4,1)
—Mp = (ri+r)Fr=(r1+r)Fi+ (ri +7))F
= B +ryFy+ (1 + 1) Fy, pues rFy =1y Fy
= rFy +ryFy, pues ri + 1]+ 1y =ry. Luego
Mr = M;+ M. (4,2)

Ahora bien, el sistema de la figura 9 estd en equilibrio y el niimero de
fuerzas es k, luego, por hipdtesis de induccion, debe tenerse que la suma
de los £ momentos es igual a cero. Esto es,

Mg+ M3 +etc. = 0. Y por (4), tenemos
Ml + M2 + Mg + etc. = 0 , la suma de los k41 momentos = 0

Reciprocamente, si la suma algebraica de los k£ + 1 momentos se anula,
entonces reemplazando la suma de los primeros dos por Mg de acuerdo
a las férmulas (4), lo que incluye que F; + F5 se reemplace por Fpg,
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tendremos una palanca sobre la que actuan k fuerzas, cuya suma de
momentos se anula, luego por hipdtesis de induccién estard en equilibrio
y corresponderd a la ilustrada en la Fig. 9. Pero ya vimos que dicha
palanca es equivalente a la de la Figura 6; por tanto, la palanca con
las k& + 1 fuerzas originales estara en equilibrio, probando también la
suficiencia para n = k+1 y completando la demostracion, por induccion
matematica, de la Condicién de Equilibrio para cualquier ntimero de
momentos (mayor o igual que dos).

Para demostrar la Condiciéon de Equilibrio para el caso n < 1, con-
sideremos primero una palanca sobre la que actiia una tnica fuerza
directamente sobre el fulcro, lo que nos da una distribucién simétrica
de cargas que (por i del postulado extendido) estara en equilibrio. Y
de hecho, habiendo una sola fuerza la palanca sélo estara en equilibrio
cuando la fuerza vertical se aplique sobre el centro de giro, pues de no
ser asi y aplicarse a un lado del fulcro, lo que equivale a desplazar al
fulcro desde la posiciéon de equilibrio hacia el lado opuesto, la palanca
se inclinard hacia el lado de la fuerza (por ii del postulado extendido).
Asi para n = 1 tendremos equilibrio si y sélo si el momento (que en
este caso coincide con la suma de momentos) se anula, pues el brazo
de palanca debe ser cero en la posicion del fulcro. Finalmente, para el
caso n = 0, esto es ausencia de fuerzas, tendremos automaticamente
equilibrio por una parte, ya sea por concebirla como una distribucién
simétrica de cargas (parte i del postulado), o bien, porque razonable-
mente suponemos que la palanca por si sola estd en equilibrio. Y por
la otra, la suma de momentos es igual a cero, pues la suma vacia (no
hay nada que sumar) se toma como cero por una convencién general en
matematicas.

Hasta ahora sdlo se han considerado fuerzas verticales dirigidas hacia
abajo (i.e. pesos). Nos preguntamos, en primer término, cuél es el mo-
mento producido por una fuerza vertical de magnitud F' dirigida hacia
arriba y con un brazo r; véase la Fig. 10a, que hay que considerarla
como una instantanea en la que se ha senalado la tendencia de hacer
girar la palanca en el sentido positivo (antihorario).

Ahora bien, tal tendencia, cualquiera que sea, no se alterara si le super-
ponemos dos fuerzas que se equilibran mutuamente, concretamente de
magnitud F', dirigidas hacia abajo simétricamente dispuestas, respecto
al fulcro, a una distancia r [Fig. 10b]. Ahora bien, las fuerzas verticales
y opuestas del lado derecho se anulan, queddndonos (como resultante)
s6lo una fuerza vertical hacia abajo de magnitud F' del lado izquierdo a
una distancia r del fulcro [Fig. 10c], cuyo momento (positivo) estd dado
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Figura 10.

por M = r F, esto es, el momento de las fuerzas verticales hacia arriba
se calcula del mismo modo, con la convencién de signos incluida.

Vemos entonces que la Condicién de Equilibrio (suma algebraica de
momentos igual a cero) se mantiene ain en el caso en que aparezcan
cargas verticales dirigidas hacia arriba. Con esto concluimos esta etapa.

1. Palanca Generalizada. Momentos en un Sélido
Plano

Pasamos a considerar momentos estaticos en las casos en los que las
fuerzas ya no son necesariamente perpendiculares a sus brazos. Para ello
generalizaremos la idea de palanca. Las palancas que hemos utilizado
hasta este momento han sido horizontales, en las cuales cada brazo de
la palanca es perpendicular al empuje del peso.

=
#

W A A,

Palarca con ~ Disco con
brazo derecho inclinado fuerzas equivalentes
(a) (b)

Figura 11.
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Ahora bien, en vez de considerar palancas como la mostrada en la
Fig. 11a, recurriremos, con ventaja, a discos articulados por el cen-
tro de tal manera que puedan girar libremente en torno a un eje que
pasa por su centro y es perpendicular al disco. En la Fig. 11b se mues-
tra una configuraciéon de fuerzas en un tal disco equivalente al de la
palanca del inciso (a). Resulta claro que podemos sustituir a cualquier
configuraciéon de palanca con una disposicion adecuada en un tal dis-
co. Mas atn, en un disco siempre tendremos equilibrio, incluso en el
caso de no tener (inicialmente) pesos balanceados. Lo que sigue es una
descripcion basada en nuestra experiencia sensible y el sentido comiin,
cuyas conclusiones luego validaremos.

I L] . |I :f"‘a L] : E ‘\ .._._. ‘r I
: : % - r-] ;I |I. : . JI
; ; 1“7_'-']' P F-.I'l L
F| F] F]
(a) (b) (c)
Figura 12.

Si de un punto que no sea el centro de giro O (fulcro), digamos a una
distancia r; de O, suspendemos un peso dado por la fuerza F}, el dis-
co girard hasta llegar a una posicion estable con el peso directamente
abajo del centro O, como se muestra en la Fig. 12a (jtenemos equili-
brio ain cuando sélo tengamos una fuerzal!). A continuacién, del lado
izquierdo y a una distancia ry del centro suspendemos gradualmente
otro peso, iniciando sobre un radio horizontal y luego vamos aumen-
tando gradualmente la carga, digamos hasta un valor F5, mientras el
disco ha estado girando en el sentido antihorario hasta un cierto angulo,
como se muestra en la Fig. 12b, en la que las fuerzas representan a los
pesos.
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De acuerdo al Principio de Transmisibilidad de las fuerzas,® podemos
“trasladar” cada peso verticalmente hacia el diametro horizontal, sin
alterar los efectos de las fuerzas involucradas (i.e. la condicién de equi-
librio). El didmetro horizontal puede considerarse como una palanca
con el punto de apoyo en el centro del mismo, con pesos representados
por las fuerzas Fy y Fy y con brazos de palanca de magnitudes ] y
rh, perpendiculares a la direccién de las fuerzas, como se muestra en la
Fig. 12c. En particular, la fuerza F; en la figura 12a puede suponerse
actuando sobre el fulcro del didmetro horizontal, lo que corresponde
simultaneamente, como vimos antes, a una palanca en equilibrio y un
momento igual a cero. Por el contrario, cuando la linea de accion de
la fuerza no pase por el centro del disco y corte al diametro horizon-
tal a un lado del fulcro, entonces, como antes vimos, el didmetro se
inclinard hacia el lado de la fuerza. Siguiendo este orden de ideas po-
driamos explicar, al menos parcialmente, el comportamiento previsto
por nuestra experiencia sensible que antes describimos.

Asi, podriamos afirmar que para el caso en que el brazo no sea perpen-
dicular al peso, como en la palanca de la figura 12c¢, el brazo de palanca
se tomara como la perpendicular bajada desde el punto de equilibrio
a la linea de accion de la fuerza. Pero de hecho este es el caso, como
veremos, de cualquier fuerza (no necesariamente gravitatoria) e inde-
pendientemente de lo que entendamos por “horizontal”.

Para empezar, desliguémonos de la gravedad y pensemos en fuerzas
cualesquiera. El momento de una fuerza, como la capacidad que tiene
la misma de hacer girar a un cuerpo (“plano”, en este caso) con respecto
a un punto, no debe depender del sistema de referencia empleado para
describirlo. Esto es lo que esta detras de la observacion de Mach, acerca
de que el fenémeno, relacionado con el equilibrio, ignora la presencia
del observador.

Para convencernos de que no importa el sistema de referencia, v.gr.
cual escogemos como la “horizontal”, en la figura 13a colocamos en
distintas posiciones al observador, de manera que vea lo mismo para
cada una de las fuerzas que estan igualmente dispuestas, con respecto a
su radio vector, i.e. al radio que une al centro con el punto de aplicacion
de la fuerza. El hecho de que, en este caso, los vectores de posicién
y las fuerzas (como vectores) sean ortogonales es irrelevante, podrian
formar un angulo cualquiera con tal de que sea el mismo para todas las
fuerzas. Desde luego, es esencial que ademas las magnitudes de todos los

8Este principio establece que la accién de una fuerza puede ser transmitida a lo
largo de su linea de accién (Beer & Johnston 1996, p. 73).
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radios vectores sean iguales, lo mismo que las magnitudes de todas las
fuerzas. Con este argumento se pudo haber demostrado, en particular
que los momentos producidos por las fuerzas de las figuras 10a y 10c
son los mismos, pero no pudimos resistir la tentacién, en esa instancia,
de mostrar alguno de los artificios comunes que se utilizan en los textos
de Estatica.

Fy S S o ME o
s i " " i : . i 5\
! ] 5 b J o 2 il r ¢
i ! \ L iy -"'_j. i ;
| - ) - [ K,
[ . [ Pt 1o W ;
| 0. b o ¢ ! Qo

| .
; .I-. ’ F \L" =3 iF
'\ 2T sen
e Y
Momentos equivalentes M = (rsené) F M = |f |F ‘ sen (7, F)
(a) (b) (c)

Figura 13.

Para encontrar la magnitud del momento que produce una fuerza ﬁ,
aplicada en un punto cuyo vector de posicién es 7y con respecto a un
punto O (Fig. 13b), por el Principio de Transmisibilidad, “trasladamos”
a la fuerza a lo largo de su linea de accién hasta que corte perpendicu-
larmente a un didametro. Tomando a ese didmetro como la “horizontal”,
la magnitud del momento estd dado, como siempre, como el producto
del brazo de palanca por la magnitud de la fuerza. En este caso el brazo
estd dado por rsenf, donde 6 es el angulo que hace el radio vector con
el vector fuerza® y r es la magnitud del radio vector 7, de acuerdo a
una notacién sugestiva, usual en Fisica e ingenieria. Como se ilustra en
la figura 13b, la magnitud del momento esta dado por

M = (rsend)F, donde F = |F|. (5)

Aparte del signo, que de acuerdo a la figura seria negativo, la formula
(5) puede interpretarse como traduciéndonos (en un plano) el momento
de una fuerza cuyo el radio vector no es necesariamente ortogonal a la

9Cuando se trasladarn sin rotar, a un mismo origen. Ver Fig. 13c
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misma, al momento de la misma fuerza (en magnitud) pero ortogonal
a su radio vector, donde la direccion de éste la podemos escoger pero
no asi el tamano que esta determinado.

De hecho, escogiendo un didmetro “horizontal” y una direccion “hacia
abajo” podemos traducir los momentos de todas las fuerzas que actian
sobre un sélido “plano” (modelado por el disco de radio arbitrario) en
otro sistema equivalente, de tal suerte que todas esas mismas fuerzas (en
magnitud) actien hacia abajo, luego perpendicularmente al didmetro,
a uno u otro lado del centro segin el signo, como si se tratara de fuerzas
gravitatorias sobre una palanca que no es otra cosa que el didmetro y
donde el fulcro es el centro (ver figura 14). Tendremos equilibrio si, y
solo si, la suma algebraica de momentos en la palanca se anula. Pero el
momento de cada fuerza original ha sido en magnitud y signo llevado a
la palanca, luego tendremos equilibrio rotacional en el sélido plano si, y
s6lo si, la suma algebraica de los momentos de las fuerzas, que actian
sobre el sélido, es igual a cero.

Pulanca con
momentos equivalentes

(a) (b)

Figura 14.

3. Momentos en un Sélido Espacial y Palancas

Tomando en cuenta el signo y yendo atin mas lejos, la férmula (5) puede
también interpretarse como describiendo la magnitud de un momento
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vectorial M cuya direccion es perpendicular al plano de los vectores
Ty F. Més precisamente, el momento vectorial M es un vector cuya
magnitud M, dada por (5), puede interpretarse como el drea del parale-
logramo formado con los vectores de posicién y fuerza al trasladar (sin
rotar) cualquiera de ellos hasta quede ambos tengan un origen comun
(figura 13c), cuya direccién es perpendicular al plano formado por los
mencionados vectores y cuyo sentido es del movimiento del eje de un
tornillo de rosca derecha cuando se rota en la direccion desde 7 hacia
F , como si (manteniendo fijo a F ) quisiésemos llevar a 7 hacia la di-
reccion de ﬁ, girando por el dngulo més corto (en la Fig. 13c seria en
el sentido de las manecillas de un reloj). Puesto que tal dngulo, 6 en
la Fig. 13b y que més sugestivamente se ha representado por (7, F ) en
la 13c, siempre estara entre 0 y 7 radianes, consiguientemente la ex-
presién del miembro derecho de (5) es siempre no negativa (como debe
corresponder al médulo, norma o magnitud de un vector). Asi, el mo-
mento (vectorial) M producido por una fuerza F' respecto a un centro
O, tomado como origen, y siendo 7 el vector de posicion del punto de
aplicacion de la fuerza, esta dado por el producto vectorial 7 X F , esto
es

M = |7|F|sen(F, F) it; |ii] =1y (7, F, i) es terna derecha  (6)

Decimos que (7, F, 1) es una terna derecha si, con nuestra mano derecha,
apuntamos con el dedo medio en la direcciéon de 7, con el pulgar en la
direccién de F y si fuésemos capaces de orientar nuestro dedo indice
perpendicularmente a los otros dos, entonces nuestro indice apuntaria
en la direccion de 7. Por supuesto, esto es lo mismo que lo del tornillo
de rosca derecha.

Estamos pues agregando una dimensién mas aunada a las dos del plano.
De hecho, tenemos también un observador que se mueve en el espacio,
a diferencia del observador “plano” de la Fig. 13a. Con esto queremos
decir que dicho plano sélo tenia una cara, como si se tratase de material
impreso. Los signos, estaban supeditados a la cara escogida. Pero ahora,
con libertad para cambiar de cara, los signos positivos se pueden volver
negativos y viceversa. En cambio con esta notacion vectorial, sabemos
de qué cara estamos hablando: el vector M (cuando no es cero) nos
dé la direccién del plano de rotacién (i.e. el plano es ortogonal a la
direccién que dicho vector define), lo que aunado al punto de aplicacién
de la fuerza determina dicho plano, el sentido en el que apunta M
puede entenderse como dirigido hacia la cara del observador cuando
éste mira al giro como positivo, de acuerdo a la vieja concepcién (i.e.,
en el sentido antihorario) y finalmente la magnitud de M , denotada M,
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es la intensidad del giro (lo que antes referfamos como la capacidad que
tenia la fuerza de hacer girar a la palanca o al sélido).

Pero es fundamental darse cuenta de que podemos recobrar las propie-
dades de nuestros momentos en un sélido plano, a partir de los momen-
tos vectoriales, cuando estos ultimos son todos colineales y determinan,
por tanto, el mismo plano de rotacién. Concretamente, si nos dan los
momentos vectoriales J\7[Z-, i =1,..., N todos ellos colineales (i.e., or-
togonales a un mismo plano), eligiendo arbitrariamente una normal
unitaria 7 al plano de rotacién!'®, comtn a todos los momentos, pode-
mos expresar los momentos con

Mi = M, s; i, donde s; es el signo (i.e. s; = £1) y, claro, M; > 0.

Eligiendo la otra direccién normal unitaria, todos los momentos M;
positivos, esto es, aquéllos para los que s; = 1, se volveran negativos y
viceversa. Pero tal asignacién de signos, aunque convencional, es con-
sistente. Asi, la Condicién del Equilibrio sigue inalterada; la suma, vec-
torial de momentos es igual a la suma algebraica de momentos (un
escalar) por @ o por —ii, luego tendremos equilibrio si, y sélo si, la
suma vectorial de momentos es igual a cero (vector).

Casi para terminar, comprobamos que el efecto combinado de dos mo-
mentos vectoriales en el espacio tiene por resultante (i.e. es equiva-
lente) al momento vectorial que resulta de simplemente sumar, como
vectores, a los momentos dados. Esto, independientemente de la pre-
sencia de otras fuerzas que produzcan otros momentos. Por supuesto,
la suma vectorial de que se habla, se realiza de acuerdo a la llamada
Ley del Paralelogramo utilizada para sumar fuerzas'! y no es otra que
la regla geométrica que se utiliza para sumar vectores, representados
por flechas.

Procederemos primero en el caso general con dos momentos vectoriales
Ml y Mg no colineales calculados con respecto a un centro O. Para
cada uno de ellos, consideremos al tnico plano II; perpendicular a M,;
que pasa por O, i = 1,2. Digamos que M, = M, 1;, © = 1,2; luego, 1;
es la normal unitaria que orienta al plano II;, i = 1, 2.

El plano II; es pues el plano de rotacién del momento M;. Ahora tales
planos tienen un punto en comun (a saber O) y no pueden ser el mismo,
asi que su interseccion es una recta por O, representada por OE en la
Figura 15a. Esta sera nuestra vertical. El plano por O, perpendicular a

10T eleccién no es tan arbitraria: es una de dos. Si 77 es una, la otra es —1i.
1 Una demostracién de la Ley del paralelogramo para sumar fuerzas, utilizando
la segunda ley de Newton, se ofrece en el libro de Nara (1964, p. 21)
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(a) (b)

Sumando los maomentos Mty y Moiis

Figura 15.

OE, a saber AOB, serd, por tanto, nuestro horizonte, donde OA y OB
son las rectas horizontales de II; y Iy, respectivamente. Y estos planos
son representados, respectivamente, con AOE y BOE en la Fig. 15a.

Ahora bien, el momento M; en el plano AOE (i.e. IT;), respecto al origen
(y centro de giro) O, lo podemos representar como producido por una
fuerza vertical unitaria “hacia abajo”, permitasenos denotarla con :_1),
que actua en la posicién A perpendicular a su brazo de palanca de mag-
nitud M; y cuyo momento resulta positivo (en el sentido antihorario)
para un observador que ve al plano ;A_)OE de frente a 7;. Similarmente,
tenemos la fuerza unitaria vertical —1 posicionada a una distancia M,
del origen, en B, como la que produce el momento Mg en el plano BOE
y que se mira positivo viendo a dicho plano frente a 7is.

El efecto combinado de las fuerzas unitarias verticales —1 aplicadas
simultaneamente en A y en B debera tener por resultante balanceada
una fuerza doble vertical, denotada por —2, aplicada en el punto medio
C del segmento que une A con B, como se representa en la figura 15b.
Para convencernos de ello, recordemos el argumento empleado en la
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equivalencia entre la suma de los momentos M; y My con My en la
prueba, por induccion, de que suma algebraica de momentos igual a
cero implica equilibrio (ver figuras 6-9) con la diferencia de que, ahora,
las fuerzas son iguales.

Asi pues el efecto combinado de los dos momentos Ml y Mg sera en-
tonces el momento que goduce la fuerza vertical hacia abajo de dos
unidades de magnitud (—2) posicionada en el punto C del plano hori-
zontal y cuyo vector de posicion ha sido representado por %]% (Fig. 15b;

luego se trata de un momento vectorial Mp cuya magnitud esta dada
por

1~ .
Mp = \iRH—_2>| — R, donde R = |R|,

mientras que su direccion, dada por el vector unitario 7 perpendicular
al plano COE, es en la que apunta una vez rotado § radianes el vector

%}? en el plano AOB, viéndolo desde arriba (Fig. 16). Naturalmente, el
vector %}? no es otro que la semisuma de los segmentos dirigidos O—jl

—
y OB (puesto que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su
punto medio).

Considere ahora dos vectores unitarios 4, y s en la direccion, respecti-
—_— =
vamente, de los segmentos dirigidos OA y OB, ver Fig. 15b. Tendremos
entonces que
S = — . .
R=0A + OB = Mlul + MQUQ

En la figura 16 hemos representado esta suma, viendo desde arriba al
plano AOB. En ella se aprecia que los vectores 77 y 7ip se obtienen de
i1 y iy rotandolos noventa grados (§ radianes) en el sentido positivo.
Rotando +7 radianes cada vector que aparece en la figura 16 (excepto

—

n, y y Tiz), M;u; pasa a ser M;ii;, R se convierte en Rfi y obtenemos
una justificacién de la relacién

MR:Rﬁ:M1ﬁ1+M2ﬁ2:M1+M27

demostrando que el momento resultante de combinar los momentos M;
y M, estd dado por la suma vectorial de los mismos.

Para finalizar, probemos la Condicién del Equilibrio (rotacional) en el
espacio, procediendo por induccién matematica. Cuando n, el nimero
de momentos, es menor o igual que la unidad, la condicién se cumple,
pues la propiedad se reduce a la del sélido plano que ya vimos. Supon-
gamos pues la validez de la condicién para n = k (k > 1) y probémosla
para n = k+ 1, donde k + 1 > 2. Tenemos M, M, ... (k+ 1 momen-
tos). Ahora bien, por lo antes demostrado, su efecto es equivalente a
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R = Myily + Maiiy
Figura 16.
la de los momentos M. R, -- . (k momentos), donde Mp es el equivalente

de M; y M, combinados (y coincide con la suma vectorial de éstos).
El sistema original de k£ + 1 momentos estara en equilibrio si, y solo
si, el sistema (equivalente) de k momentos esta en equilibrio. Pero, por
hipdtesis de induccion, esto ultimo ocurre si, y sélo si

Mp+...=0. O sea, si y solo si M1+A7[2+...:6,
lo cual completa la demostracion por induccién.

Por 1ltimo, utilizando la notacién del producto vectorial, asi como la
propiedad distributiva del mismo, verificaremos que cuando hay equili-
brio completo, i.e. tanto rotacional como traslacional, la condicién sobre
los momentos no depende del centro de giro.

Mas precisamente, dadas n fuerzas en un sélido tendremos equilibrio
si, y solo si, se satisfacen simultaneamente

zn:ﬁz:ﬁy Zn:ﬁxF
=1 i=1

donde para la primera las fuerzas F; son trasladadas (sin rotar) a un
origen comun y para la segunda los 7; denotan los vectores de posicién
(con respecto a un centro O) de los puntos de aplicacién de las fuerzas

I
=1

Fj, respectivamente. Sea Otn segundo centro de giro, con respecto al
cual d es el vector de posicion de O. Ahora bien, con respecto al nuevo
centro los vectores de posiciéon de las F, serén d + 7. Expresando la
suma de momentos de las fuerzas con respecto a O’y aplicando la ley
distributiva, obtenemos
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3
3
3
3

pues d x 0 = 0. Hemos probado que cuando hay equilibrio traslacional
la condicién de equilibrio rotacional es independiente del centro de giro
elegido. En la practica dicho centro es elegido a conveniencia.

4. Comentarios Finales

La prueba de la Ley de la Palanca que hemos ofrecido es una moderna
que tomando elementos de la demostracién de Galileo, la simplifica e
intenta emular la prueba de Lagrange, la cual, de acuerdo a Mach, seria
la més adecuada para el gusto de un fisico moderno. La elegante prueba
de Lagrange (Mach 1960, p. 18) tiene el inconveniente de presuponer el
conocimiento de centros de gravedad (seguramente ademas la expresion
del momento en el caso simple e integracién). Entre sus ventajas estd la
concision, el tomar una palanca-barra, etc. Creemos que al acercar en-
tre si ambas versiones nos hemos librado de la objecién de Mach a las
pruebas originales de Arquimedes y Galileo, sin dejar de poner de ma-
nifiesto la esencia de la cuestiéon: la relacion entre las fuerzas externas
e internas.

Mach argumenta: De hecho, la suposicion que el efecto, disturbante del equilibrio, de
un peso P a la distancia L del eje de rotacion es medido por el producto P-L (el llamado

momento estdtico), es mds o menos tdcitamente introducido por Arquimedes y todos sus

sucesores (Mach 1960, p. 19)

Se recordara que en ambas demostraciones clésicas el paso crucial con-
siste en sustituir, en una palanca en equilibrio, un peso particular por
una segunda palanca en equilibrio con dos pesos (cuya suma iguala
al peso original), con el propdésito de luego deshacerse de la segunda
palanca al suspender directamente los dos pesos de la palanca original.
Mach precisa: Si un peso situado a cierta distancia del fulcro es dividido en dos partes
iguales y si estas partes se mueven en direcciones contrarias simétricamente respecto al
punto de apoyo original; uno de los pesos iguales es llevado tan cerca del fulcro como el
otro es apartado del fulcro. Si se asume que la accion permanece constante durante tal
procedimiento, entonces la forma particular de dependencia del momento sobre L estd im-
plicitamente determinada por lo que ha sido hecho, puesto que el resultado sdlo es posible

cuando la forma sea PL, o sea, proporcional a L (Mach 1960, p. 20).

Independientemente de si uno esta o no de acuerdo con Mach, en nues-
tra prueba no hay tal corrimiento de pesos, gracias, en buena medida,
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a haber tomado un equivalente de un verdadero sistema palanca-barra
(i.e. una segunda palanca fijada a la grande). Y gracias, desde luego, a
haber insistido en distinguir entre fuerzas internas y externas, delegan-
do en estas tltimas el papel rector del equilibrio.
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