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Resumen

En este trabajo se presenta un algoritmo para resolver sis-
temas de ecuaciones lineales con solucién tunica, cuando sus co-
eficientes son numeros enteros. Siendo una variante de la eli-
minacion Gaussiana, posee caracteristicas didacticas ventajosas
sobre la misma. Durante el proceso, que utiliza solo arimética
entera, se obtiene el determinante de la matriz de coeficientes
del sistema, sin necesidad de célculos adicionales.

1. Introduccién

En tanto la eliminacién Gaussiana usa multiplicadores que confun-
den con frecuencia a los estudiantes y opera con fracciones que les
resultan incomodas, en el algoritmo propuesto se usan determinantes
enteros de orden dos en un formato que resulta muy facil de recordar.

El algoritmo propuesto opera sobre una matriz aumentada del sis-
tema para formar una matriz triangular superior entera y de ésta resulta
el determinante de la matriz de coeficientes como un subproducto.
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En una segunda etapa se modifica el vector del lado derecho mul-
tiplicandolo por el determinante mencionado y al resolver este nuevo
sistema por sustitucion regresiva produce los numeradores correspon-
dientes a la regla de Cramer, los cuales son nimeros enteros por la
naturaleza del sistema. Ambas etapas del proceso utilizan exclusiva-
mente aritmética entera.

En la seccién siguiente se muestra el algoritmo por medio de ejem-
plos. Se anotan las caracteristicas mas importantes del mismo en la
seccion 3 y en la seccion 4 se presenta su derivacién a partir de la
eliminaciéon Gaussiana.

2. Presentacién del algoritmo por medio de ejem-
plos

Se mostrara el algoritmo propuesto mediante varios ejemplos, que
se resuelven a continuacién.

Ejemplo 1. Sistema de dos ecuaciones

5:L’1 + 4:132 =
2x1 + 3a9 = 1°
Solucién
e Primera etapa, de eliminacion:

La intencién es generar una matriz triangular superior de elementos
enteros, a partir de la matriz aumentada del sistema. Aplicando la
eliminacién Gaussiana [8, p. 3|, se forman las matrices equivalentes

2 3|1 0 3= |1-=22| |0 =|=|
Una manera de convertir estos numeros fraccionarios en nimeros en-

teros consiste en multiplicarlos por el denominador de los multipli-
cadores Gaussianos:

[2 3\ﬂ~[3 5<3>f2<4>

[5 42
“lo 7)1

o)~ [o |33][]37
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La eliminaciéon puede anotarse economicamente en un arreglo tabular,
seguiin se muestra:

4
2 3
7

2

con los calculos A|:‘ 4‘:7, ‘ 2‘:1.
1 2 3 2 1

El determinante de la matriz de coeficientes se obtiene siempre como
un subproducto de la primera etapa.
e Segunda etapa, de sustitucion regresiva:

5 4
0 7)1
malmente aritmética fraccionaria; pero como ahora se conoce |A| = 7,

, es decir,

La solucion de Az = b puede obtenerse de [ usando nor-

por la regla de Cramer [9, p. 259] la solucién es z = i

Az=b, — AlAlz=|Alb, — Ay=|Alb,

y para operar en esta etapa con aritmética entera, basta con encontrar

multiplos de z, y = |A|z, —los numeradores de la regla de Cramer

que como se sabe son enteros cuando la matriz aumentada original es
entera— obtenidos por sustitucién regresiva en el sistema modificado
5 4172 | |5 4|14

o s =16 7] ]

resultante de multiplicar el lado derecho de la matriz recién obteni-

da, por el valor (7) del determinante. En efecto, del ultimo renglén,

. 14 -4 14 —4(1
ygz?zl, y del primero, y; = : 92 _ 5():2, que ya se ha
mencionado, corresponden a los numeradores enteros de la regla de

Cramer. La solucidn racional es:

1 172
rT=—=yY== .
Ay 71
Aunque la solucién es fraccionaria, ha sido posible expresarla en forma

racional, utilizando en todos los calculos aritmética entera, exclusiva-
mente.

Ejemplo 2. Sistema de tres ecuaciones

3x1 + 2xz9 — r3 = 1
T — i) + 2$3 =
4y — 2x9 + 323 = 0

)
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Solucién
e Primera etapa, de eliminacion:

Se forman las matrices equivalentes de elementos enteros:

3] 2 -1]1 3 2 -1 1 3 2 -1 1
1 -1 2(0|~|0[=5] 7|-1|~|0 -5 7|-1],
4 -2 3]0 0 —14 13| -4 0 0 33| 6

obtenidas con determinantes de orden dos:

2 = —b, -1 =7, 1‘:_1

1 -1 1 2 1 0

2| _ -1 | _ 1| _

‘4 e PR T 0|7
7| _ =
—14 13 =33, —14 —4 =6

El dltimo renglon de la matriz triangular es divisible entre 3, que es
justamente el pivote previo al momento de calcular sus elementos. Por
lo tanto, dividiendo entre 3 el dltimo renglén, notamos que los valores

3 2 -1 1
0 -5 7]-1
0 0 11 2

actualizados de este tercer renglon corresponden a los determinantes:

7
3 2 -~ ~14 13
Al=|1 -1 2= ———=,
4 -2 3
.
3 2 1 1 4
L -1 0=t =2
4 -2 0

e Segunda etapa, de sustitucion regresiva:

Se modifica el sistema de la primera etapa, multiplicando la iltima
columna por |A| = 11, obteniendo

32 —1| 11(0) 3
0 =5 7|11(-1) |=]0 —5 7|-11],
0 0 11| 11(2) 0

que se resuelve por sustitucion regresiva para obtener los numeradores
de Cramer: y; =1, yo = 5, y3 = 2, de tal manera que la solucién del
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1
. 1
sistema es x = i 5 | . Como era de esperarse, los numeradores de
2

Cramer son nimeros enteros y la solucién es racional.
En el proceso de sustitucion, también se ha usado aritmética entera.

Una forma de organizar los calculos, cuando se hacen con papel y
lapiz, consiste en preparar un arreglo tabular compacto que contiene
las cuentas de la primera etapa y la columna modificada. La sustitu-
cion regresiva se hace directamente para encontrar los numeradores de
Cramer y luego la solucion:

A b |A| b
11-2 1(2 1
3] 2 -1 1 Iy = (E;)+ ()zl, T
1 -1 2 0
4 -2 3 0
—11—-"7(2 5
-5 71—-1 —11 y2:75():5, x2:ﬁ
—14 13| —4 99 B 5
‘A’le 2 22 ygzﬁZQ, q;gzﬁ

La denominacién de pivotes, que se asigna a los valores enmarcados,
resulta evidente. Los pivotes estan limitados a pertenecer a la diagonal
principal y deben tener valores no nulos, a,, # 0. Si a,, = 0, debe
intentarse el intercambio de los renglones i con p para llevar a la posicién
pivotal un elemento a;, # 0, i > p, en cuyo caso debe ajustarse el signo
del determinante [8, p. 470]: |A| = (—1)? auy; siendo ¢ el numero de
intercambios de renglén que se hayan efectuado y n x n el orden de la
matriz A. Si a,, = 0y es imposible intercambiar los renglones, |A| = 0.

Omitiendo la escritura de la sustitucion regresiva de los numeradores
y, el arreglo numérico contiene la informaciéon minima:

En los numeradores
de esta solucion se

A b |A|b 1 han anotado directa-
@ 2 -1 1 11 |z = T mente los resultados
1 -1 2| 0 de la sustitucién re-
4 -2 3| 0 5 gresiva, y.
[-5] T e =
—14 13| —4 5 Los denominadores
[Aj=11] 2 22 | x5 = 1 de la soluciéon com-

parten el valor de
|A| = 11.
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Ejemplo 3. Sistema de cuatro ecuaciones

221 4+ x99 — 23 + 224 = 1
3ZL’1 + x5 — r3 — T4 = 2
5x1 + 2x3 + T4 = 3
1 — 9 + 3x3 + 4dzy = -1
Solucién
A partir de ésta, se obtienen ma-
trices equivalentes, cuyos elemen-
1 -2 2| 1 tos se calculan con determinantes
3 1 -1 =1 2 de segundo orden, divididos en-
5 0o 2 1| 3 tre su pivote anterior (excepto en
1 -1 3 4]-1 el primer paso. Optativamente, el
pivote anterior inicial se define
como 1.)
[ 1 —2 2 1]
0 2 1 2 =2 2 2 2 1
3 1 3 —1 3 —1 3 2
~ 0 2 1 2 =2 2 2 2 1 =
5 0 ) 2 5 1 5 3
0 2 1 2 =2 2 2 2 1
I 1 -1 |1 3 1 4 1 -1 |
[ 2 1 -2 2 1
|0 4 -8| 1
|0 -5 14 -8| 1
0 -3 8 6|-3
[ 2 1 —2 2 1 1
0 4 —8 1
-1 4 -1 -8 -1 1
~ 1 -5 14 -5 —8 -5 1 —
2 2 2
-1 4 -1 -8 —1 1
0 0 -3 8 -3 6 -3 -3
L 2 2 2 J
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2 1 -2 2]1
o -1 4 81
1o o [3 -16]2
0 0 2 -15|3
[2 1 -2 2 ]
0 -1 4 -8 1 2 1 -2 2| 1
-0 0o [3] ~16 2 _|0 -1 4 -85 1
0 0 3 —16| 2
3 16113 2 0 0 0 13]-5
P R 2 3
I —1 -1

Los célculos de las matrices equivalentes anteriores, anadiendo el
vector del lado derecho modificado para obtener los numeradores de la
regla de Cramer, toman la forma alternativa méas compacta:

A b [A[b

2] 1 -2 2| 1 13
3 1 -1 -1 2
5 0 2 1| 3
! 3 4]-1

-1] 4 8] 1 13
-5 14 8| 1
-3 8 6|3

3] -16] 2 26
2 15| 3

[Al=13]-5| [ =65

!

T3

13— (—45) +2(—18) — 2(—5)
- 2

Y1 =16

_I3-A(CI8) 8(-5)

Y2

Ejemplo 4. Un sistema fraccionario cuyos coeficientes forman
una matriz de Hilbert

8
%

8
%

Bl W= NI
S
[ [

+ o+ o+ o+
S

Y= = Wl N
8
no

+ + + +
D= Gl = Wl

xr3 + % Ty = %
T3 + % zgy = 0
xr3 + %m =0 .
xr3 + % 4y = 0
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Solucién

Para operar con el algoritmo, primero se multiplican los renglones por

12, 60, 60 y 420, respectivamente, resultando el arreglo de elementos
enteros A*x =b*:

A* b* |A*| b*

[12] 6 4 3 9|z1=— =4

30 20 15 12

20 15 12 10

1056 84 70 60

[60] 60 54] —90 —270 | wg = —— = —30

60 64 60| —60

378 420 405 | —315

O O O W

[20] 30| 150 450 | w3 = 1%0 = 60
210 324 | 1260 o
[AT=3] 105 [ 315]2a=—5— =35
3 Cuando las incognitas x tienen
|Al = |H4l = 12-60-60 - 420 valores enteros, pueden obte-
nerse del lado derecho b, sin
1A = L ' necesidad de usar su valor
6048000 modificado |Alb.

3. Caracteristicas del algoritmo

Como se ha podido apreciar en los ejemplos, el algoritmo forma una
matriz triangular superior a partir de la matriz aumentada asociada al
sistema, por medio de operaciones con aritmética entera que involucran
el célculo de determinantes de orden dos. En la sustitucién regresiva se
mantiene la aritmética entera para evaluar la solucién que coincide con
la de Cramer.

= En comparacion con los multiplicadores asociados a la eliminacién
Gaussiana que les representan dificultades a los estudiantes al no
recordar claramente su estructura y a las incomodas operaciones
con numeros fraccionarios, los determinantes propios del calculo
con el algoritmo propuesto involucran a cuatro elementos que
estan localizados en los renglones y columnas del elemento pivote
y del elemento a modificar, dentro de un formato que resulta
nemotécnico.

= La forma tabular para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
papel y 1apiz representa una posibilidad muy comoda y sencilla y
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a diferencia de la eliminacién Gaussiana resulta conveniente para
resolver a mano, auxiliandose de una calculadora.

= El proceso es perfectamente general: para resolver cualesquier sis-
tema so6lo es necesario realizar las operaciones tipificadas en los
casos de dos o de tres ecuaciones.

= Durante la etapa de eliminacion el algoritmo obtiene —sin ningin
esfuerzo adicional— el determinante de la matriz de coeficientes
|A|. Si este valor resulta nulo, el sistema no posee solucién tnica
y el proceso de calculo se interrumpe en ese momento.

= Ademds, el algoritmo representa una opcion viable y sencilla para
evaluar determinantes enteros de orden moderado mediante el
calculo de determinantes enteros de orden dos.

= El algoritmo es aplicable a otros topicos de Algebra Lineal: calculo
de A™!, generacién de matrices con orden y determinante entero
dados, construccién de una matriz entera A tal que A~! también
sea entera (esta aplicacién se relaciona con las descritas en [1,
pp. 215-218] y [6], pero es més general), generacién de una ma-
triz entera con eigenvalores enteros dados y eigenvectores enteros.

Ver [4].

= El algoritmo puede generalizarse para tratar con sistemas de m
ecuaciones y n variables. En particular, permite evaluar el rango
de una matriz en una forma entera algo similar a la descrita en |1,
pp. 175-177] y [2], pero que opera con niimeros mas pequenos.

= La codificacion del algoritmo en cualquier lenguaje computacional
es simple.

Por sus ventajas didéacticas, el algoritmo ha sido muy bien acogido
en el aula, donde se ha ensenado desde que uno de los autores [3] lo
desarroll en 1976. Existe una tesis de maestria [7] que da cuenta de su
aceptacion y de sus circunstancias didéacticas, observadas en un estudio
amplio en las aulas.
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4. Justificacién matematica del algoritmo

Por conveniencia, se definen

(1)

aii A1n aqq
0) _ . _
ayy =1, : = :
1)
a o .. a (
nl nn anl

y se denotan las matrices equivalentes:

i 1 1
aﬁ) a%) N agl) aJ(L2)
2
| aly asy 0 asy
- 1 1 1
agﬁ) agé) a%) al(u) agz) ag?,)
1 1 1 ~ 2 2 ~
agl) 6‘52) ‘153) 0 agz) ag:a)
1 1 1 2 2
L agl) agz) a:(a3) 0 a:()a) ag?))

y asl sucesivamente.

1)

al)
(1)

Ann

1 1 1
aif aly a3

0 4@ 4@

Qoo Qo3 | >
0o 0 aff

Para mayor claridad se han enmarcado los elementos pivotales.

4.1. Primera etapa: eliminacion

Con el fin de comparar las eliminaciones Gaussiana y del algoritmo pro-
puesto, se ha preparado el Cuadro 1 que muestra en forma reducida un
ejemplo de ambas aplicadas a la misma matriz, que denominaremos B y A,

respectivamente. Se usard la notacién: B®) = (bg’)) y AP = (ag’)) ,

donde los indices varian en contexto.

En el ejemplo se aprecian algunas relaciones entre las dos elimina-

ciones, como la que existe entre sus valores

(1) (2) (3) 4)
B @ T @ Ty %
i 0’ i N’ Y 2)7 i 3
’ a(()o) ’ agl) ’ agQ) ’ a:(),3)

(»)
p — Y

1) -1
a;”_L;_l

(1a)

y la que guardan sus formas de evaluar los determinantes. Para referir-

nos a ellos usaremos la notacion siguiente

N = W
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Cuadro 1: Eliminaciones Gaussiana y del algoritmo para B = A.
Observe que: <bl(jl)> X a(()%) = (aﬁ?) s <bl(-;-1)> X ag‘? = (aﬁ?) .
B A
7] 3 1 4 7] 3 1 4
3 4 2 1 o | 3 4 2 1
1 2 2 1 X0 T 2 2 1
1 1 2 2 1 1 2 2
2,7143| 1,5714 —0,7143 [19] 11 -5
15714 18571  0,4286 | xal} = 1 13 3
0,5714  1,8571  1,4286 4 13 10
0.9474] 08421 | (3 _ 18] 16
1,5263  1,5789 2 29 30
0,2222 | xal) = [4]
donde: ol =1, oV =7 o) =19, o) =18 al} =4
rs 5421
s =13 4 2]=29, &= =4=|A|
L1 . 12 21
112 2

Los célculos con eliminacion Gaussiana mediante productos que in-
volucran a la diagonal principal de la matriz triangular [5, p. 178], son
contrastados luego con los resultados del algoritmo:

sV =7=4a{¥, 53 =7(2,7143)=19=0a)
85 =7(2,7143)(0,9474) =18=0a$) | 6{Y =7(2,7143)(0,8421) =16 =0
88 =7(2,7143)(1,5263) =29=0a') , 6{) =7(2,7143)(0,9474)(0,2222) =4 =0}

5(1’) — a(l’) (1b)

i i

De los resultados (1a) y (1b), surgen las dos conjeturas siguientes:

Conjetura 1: Cada tabla correspondiente a la eliminaciéon Gaussiana es
igual al cociente de la correspondiente tabla del algoritmo dividida
entre el pivote anterior del mismo.

Conjetura 2: Cada uno de los resultados intermedios obtenidos con el
algoritmo es el determinante (entero) de una submatriz de la matriz
original.
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Las expresiones de la eliminacién Gaussiana, cuando no es necesario
intercambiar renglones, tienen la forma:

p=12,...,n—1, 1,] >p:
b(p) b(p)
b(p+l) _ b(p) _ ip “pj b(p) —0
i Y] b(p) ’ ip T
'pp

Para probar la primera conjetura se sustituye (la) en las ecuaciones
anteriores:

(p) (»)

Qip Apj
+1 -1 -1
az(';) ): az(';)) B a’;g(ap—l,]))—l a’;g(ap—l,]))—l agﬁ) _0
-1 ’ -1 o
az(uzzju) a;g(ap— 1 ,;);— 1 az(vzzuv) a;(ap— 1 ,]))— 1
PO
p—1,p—1
resultando las expresiones
il
(p) (p) (p) ,(p) (p) (p)
Gt O Gy T Yip Ypj | Yp JP —
& (r—1) (r—1) ’ w
Ap—1,p—1 Ap—1,p—1

que como corresponden justamente al algoritmo propuesto, se ha veri-
ficado la primera conjetura. El vector del lado derecho de Az = b se
transforma de la misma forma.

Para demostrar la segunda conjetura vamos a tomar del texto de un
influyente autor [10, pp. 203-204], expresiones de la eliminacién Gaus-
siana que alli aparecen con los nimeros (19.11), (19.12) y (19.14). Con
una notacién que resulta mas apropiada a nuestros fines, pueden dis-
ponerse en la forma siguiente

p=12,...,n—1, 1,] >p:

aix -+ Aalp Qaij
apr -+ GQpp Qpj (p+1)
pPtD) _ aip v Qip Gij | 5ij
ij o O N®) (p)’
a1 @1p by byy - bpp

apr -+ App
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El denominador es el determinante del menor principal (o simple-
mente, menor principal) de orden p que es igual al producto de los
elementos de la diagonal principal correspondientes a la matriz trian-
gular superior obtenida al realizar eliminacién Gaussiana [5, p. 178§]
sobre B. Entonces, el numerador anterior es el determinante de orden
p + 1 siguiente

p=12,...,n—1, 1,]>p:

aip -+ ayp ai

o =| S = ) b (2a)
apr -+ Qpp Gdpj
i1t Qip o Qi

Combinando (2a) con el cambio de variable (1a), se obtienen los resul-
tados intermedios del algoritmo:

e Determinantes de segundo orden (p=1, i,5>1).

) ai ayj [COYE) o) aff )
57 = T l=0y by = Y ) (2b)
P ey [T =

e Determinantes de tercer orden (p =2, 1,57 >2).

ail; a2 aij 1) (2 a(
3 2 3) _ayy a i 3
52-(]-) =| a2 a2 az; | = bgl) b( ) bz(.j) = —%é) —?12) . (32) = az(.j). (2¢)
il Q2 QG Qoo @11 Ao

e Para determinantes de ordenn (p=n—1, 4,57 >n—1), es necesario
verificar

(1 (2 P (n)

(n) _ 5(1)1(2) (n=1) ;(n) _ @11 Q29 n—1 @i _ (n)
5z'j =bip by by bi;” = (0) O T2 ey T %
Qoo 011 Ap_o2p—2 Op_1p-1

que para ¢ = j = n produce el determinante de la matriz de coeficientes

aip -+ Qlp
o =1 =14l =af). (2d)

nn

Gp1 - GOnpn

Asi concluye la demostracion de la conjetura 2, ya que las ecuaciones (2)
implican que:

Todos los valores calculados durante la etapa de
eliminacion del algoritmo son determinantes enteros.
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4.2. Segunda etapa del algoritmo

La solucion del sistema formado con elementos enteros
Az = b, (3a)
cuya solucién generalmente es fraccionaria, puede expresarse en forma
racional mediante la regla de Cramer
Y
r = (3b)
4]
donde y es un vector de nimeros enteros y |A| es un nimero entero.
Sustituyendo (3b) en (3a), se tiene A 2 — b, de donde surge el sistema

Al

modificado:
Ay = |A|b. (3c)

La aplicacion de la primera etapa del algoritmo permite disponer
de las matrices triangulares de (3a) y de (3c), toda vez que an, = |4] :

a1 a2 -+ aip | b
a cee o a9p b
) < |
a b
L nn n 3d
ail a2 - ai | |Alb (3d)
azy -+ agpn | |A|be
i)~ |
i ann | |A| bn

Se ha omitido la escritura de los indices de los elementos y de los ceros
inferiores de las matrices triangulares.

Usaremos la segunda matriz de (3d) para aplicar la sustitucién re-
gresiva. Del ultimo renglén se obtiene el nimero entero

Gnn Gnn

= by, (4a)

n =

y se continta con la sustitucién regresiva en los otros renglones:

Parai=n—1,n—2,...,1, se obtienen los enteros siguientes
o |A|b; — Qi i+1 Yi+l — Qii+2Yi+2 — - — Qin Yn (4D)
(3 - .
Qij

Las expresiones (4) constituyen la sustitucién regresiva del algoritmo.
La solucién racional esta dada por la expresién (3b).

En resumen, con este algoritmo se obtiene la solucién, cuando es
Unica, del sistema de elementos enteros Ax = b, operando con aritmé-
tica entera sobre [A|b] en las dos etapas siguientes:
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Eliminacion. Se produce una matriz triangular superior con elemen-
tos enteros utilizando determinantes de segundo orden, divididos
entre el pivote anterior correspondiente

air a2 - Gy | b1
@y -+ G2y | b2

Als]~
Ann bn

|A| = an, es el determinante de la matriz de coeficientes y los ele-
mentos restantes son determinantes enteros de submatrices per-
tenecientes a la matriz original [A|b].

Sustitucién regresiva. A partir del sistema modificado

ai; a2 - ain | |Alb
azg -+ agy | |A|bo

[A ‘ ‘A’b} ~ : :
ann | |A] bn

se obtiene el vector entero, y, mediante sustitucion regresiva.

Solucién racional z = 2. Como la solucién es tinica, coincide con

|A|
la de Cramer.
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