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Introduccién Un intercambio de regalos entre n personas, n un nu-
mero natural, se lleva a cabo de la siguiente manera. Cada una de las n
personas escribe su nombre en un papel que es doblado (para que no se
pueda leer el nombre) y colocado en una urna. Los pedazos de papel son
revueltos en la urna y cada participante selecciona un pedazo de papel.
Si una persona selecciona su propio nombre, el papel se vuelve a doblar,
se coloca en la urna, los papeles son revueltos y la persona hace otra
extraccién. El proceso se repite hasta que seleccione el nombre de otra
persona. Si por azar la ultima persona solo puede seleccionar su propio
nombre, el proceso se repite desde el principio. El dia del intercambio
de regalos se selecciona al azar a una persona y ésta le da un regalo a
la persona cuyo nombre habia seleccionado. La segunda persona, a su
vez, le da un regalo a la persona cuyo nombre habia seleccionado. De
esta manera se forma una cadena de entrega de regalos. Decimos que
la cadena se rompe cuando una persona, que no es la ultima en dar un
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regalo, da un regalo a una persona que ya habhia dado uno. Por ejemplo,
en un intercambio con cinco personas, la cadena se rompe si la persona
uno le regala a la persona dos, la dos a la tres y la tres a la dos. Si la
cadena se rompe, se elige al azar a una persona que no haya dado un
regalo en la cadena original. Esta nueva persona iniciard una segunda
cadena. El proceso se repite hasta que las n personas reciban un regalo.

Pregunta 1 Si n personas participan en un intercambio de regalos,
donde n = 2,3,..., jcudl es la probabilidad de que no se rompa la
cadena?, esto es, jcudl es la probabilidad de que se forme una sola
cadena?

Respuesta. Para contestar la pregunta, primero especificaremos el ex-
perimento aleatorio £. El experimento aleatorio £ consiste en asignar
aleatoriamente a cada persona el nombre de otra persona de tal ma-
nera que a personas distintas les son asignados nombres de personas
distintas. Si numeramos a las personas del 1 al n, £ puede ser concep-
tualizado como una asignacion 1 — iy,2 — is,...,n — i,, de manera
que iq,19, .. .,1%, son los naturales 1,2,...,n en algiin orden. Esta asig-
nacién se interpreta como sigue: la persona 1 le regala a la persona iy, la
persona 2 le regala a la persona iy, y asi sucesivamente. Sea ({2, S, P)
el espacio de probabilidad asociado a £. El espacio muestral €2, que
acabamos de describir puede ser escrito como

Q, ={(i1,...,4n) : 1 <14; < n paratoda j,i; # i} cuando iy # k,i; # j}.

El espacio €2, es entonces el conjunto de las permutaciones de los n
primeros nuimeros naturales donde ningin ntmero esta en su lugar. Es
claro que €2, es un subconjunto del conjunto de las permutaciones de
n objetos distintos, que denotaremos con II,,. La sigma algebra S es el
conjunto potencia de €2, y la medida de probabilidad, P, esta definida
para todo subconjunto A de §2,, como

#A
P(A) =
W=,
donde # significa cardinalidad. En el contexto del problema del in-
tercambio de regalos, interpretamos a la permutacién (i, . .., %,) como

sigue: la persona numerada con 1 le regala a la persona numerada con
11, la persona 2 le regala a la persona iy, y asi sucesivamente.

Para convencernos de que una permutacion donde ningin nimero
estd en su lugar refleja un intercambio de regalos analizaremos la per-
mutacién (4, 1,2,3). La permutacién indica que hay cuatro personas
involucradas. La persona uno, la primera coordenada, da un regalo a la
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persona cuatro. La persona cuatro, la cuarta coordenada, da un regalo
a la persona tres, la persona tres, la tercera coordenada, a la dos y la
dos a la uno.

Para hallar #(2,,, definimos B, C II,, como el conjunto de las per-
mutaciones donde el nimero k ocupa la posicion k. En consecuencia,
el conjunto N}_, B}, = 1I, — Uy_, By contiene exactamente a las per-
mutaciones en las que ningin numero se encuentra en su lugar. Por lo
tanto,

40, = # (ﬂ Bz) = #I1, — # (U Bk)

k=1 k=1

_ [Z#BkJrZ#BmB "H#(é >

i<k

Como #By, = (n — 1)! para toda k, #(B; N Bx) = (n — 2)! para todo
par i,k con i < k, #(B; N B;N By) = (n—3)! para toda terna j, 7, k con
J <1 <k, etc., obtenemos que

= nl (%—%+---+(—1)”i> (1)

que obviamente es un numero natural. Para n entero no negativo, defi-
namos S(n) como

el
de manera que
#Q, =nlS(n). (2)

Pierre Reymond de Montmort se dio cuenta de que si n es grande ten-
dremos que

#Q,, ~ nlexp(—1) (3)
ya que
1 1 1
exp( 1):1_1+5_§+E+ ~ S(n)

Con el fin de determinar qué tan precisa es la aproximacién, obsérvese
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que

‘#Qn — n!e_1| =n! Z (=1

V!
v=n+1

que reescribimos como

n!

9

(n+11)! - ((niz)! - (ni3)1> - ((ni@! - (n+15)!) .

y notamos que esta expresion esta acotada por (ni—'l)' = n+r1 Como n
es un numero natural, nos damos cuenta que el valor absoluto del error
es menor que una unidad. Definamos N(n) = #€, , en la siguiente
tabla mostramos algunos valores que muestran que la aproximacion es

excelente.

n N(n) N(n)—nle !
2 1 0.264
3 2 -0.207
4 9 0.171
5 44 -0.146
6 265 0.127
7 1,854 -0.112
8 14,833 0.101
9 133,496 -0.092
10 1,334,961 0.084
11 14,684,570 -0.077
12 176,214,841 0.072
13 2,290,792,932 -0.067
14 32,071,101,049 0.063
15 481,066,515,734 -0.059

Confirmamos que el error de la aproximacién es cuestién de deci-
males y que la aproximacion es muy buena atin para valores pequenos
de n. Notamos que (3) nos informa que del total de permutaciones, n!,
el 36.8 % = [100 % exp(—1)] % pertenece a €2,,. Es sencillo verificar que
N(n) satisface la siguiente recurrencia

N(n+1) = (n+1)N(n) + (=1)"

para n > 2 con N(2) = 1.

Mediante la tabla 1, nos damos también cuenta de que N(n) crece
rapidamente. La magnitud de N(n), ain para valores pequenos de n,
sugiere que atacar la Pregunta 1 a fuerza bruta no es una buena estrate-

gia.
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Ya estamos en posicion de contestar nuestra primera pregunta. De-
finamos A,, como el evento en que se forma una sola cadena en un inter-
cambio de regalos que involucra n personas. Queremos calcular P(A,,)
para n > 2. Antes de seguir con el caso general veamos los tres casos
particulares n = 2, 3, 4.

» Para n = 2, sélo existe una permutacién valida (2,1) donde la
persona 1 le regala a la 2 y la 2 a la 1. Por lo que para n = 2
existe una (= (2 — 1)!) cadena.

» Para n = 3, existen dos permutaciones validas (2,3,1) y (3,1, 2).
En la primera, (2,3,1), la persona 1 le regala ala 2, la2ala3y
la 3 ala 1; por lo que se forma una sola cadena. En la segunda,
la persona 1 le regala ala 3, la 3 ala 2y la 2 ala 1; por lo que
también se forma una sola cadena. En consecuencia, paran = 3 las
dos (= (3 — 1)!) cadenas validas siempre forman una sola cadena.

= Para n = 4, existen nueve permutaciones validas:

(2,1,4,3), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (3,1,4,2), (3,4,1,2), (3,4,2,1),
(4,1,2,3), (4,3,1,2) y (4,3,2,1).

Observe lector que existen 3 permutaciones vélidas por cada primer
digito 2,3 y 4. Es claro que las permutaciones que inician con 1 no
son véalidas. De esas nueve existen seis (= (4 — 1)!) donde se pro-
duce una sola cadena. Por ejemplo, para la permutacién (4, 3,2, 1)
tenemos (L4 2L73), que nos muestra que se forman dos cadenas
ya que la persona 1 le regala a la 4 y la 4 a la 1 mientras que la
persona 2 le regala a la 3 y la 3 a la 2. Las flechas significan: u
regala a v, que representamos como (W~(). Asf la probabilidad de
que forme una sola cadena es =6/9=2/3 y la probabilidad de que
se formen dos cadenas es 3/9=1/3.

Los casos particulares anteriores sugieren que #A4, = (n — 1)!. Una
manera de ratificar la respuesta general es notar que (n — 1)! es el
nimero de maneras distintas de sentar a n personas distintas en una
mesa redonda (una persona es fijada a un lugar y el resto, n — 1, son
permutadas). Observemos que sentar a n personas en una mesa redonda
es equivalente a que la primera persona que da un regalo sea la tltima en
recibir uno. Sin embargo, el argumento inductivo es el mas contundente:
#A,11 = n#A,, ya que por cada intercambio de regalos de n personas
donde se forma una sola cadena, existen n maneras distintas de insertar
a la persona n + 1. Por tanto, #A4,, = (n —1)!, y usando la ecuacién (2)
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obtenemos la probabilidad de que se forme una sola cadena:

B (n—1)! 1
P(An) - n (%_%_F...ﬁ—(—l)”i) B TLS(TL)’

n!

para n > 2. Al notar que S(n + 1) = S(n) + ((nll), y considerar para
n > 3 la diferencia

1 1
P(Ani1)  P(Ay)

=n+1)S(n+1)—nSn)=Smn-1)>0,

constatamos que P(A,+1) < P(A,) por lo que la sucesién P(As), P(Ay),
. es decreciente. Y como esta acotada inferiormente por cero la suce-
sion converge. Es mas, la sucesion converge a cero. Para n grande tene-
mos la siguiente aproximacion,
1
P (An) ~ =

ne!

e
~

Enseguida encontraremos una cota para el error de la aproximacion.
Consideremos la diferencia

e e |R(n)
P(dn) - <] = S5l
‘ ( nl n|S(n)
Como vimos arriba |R(n)| < n+1)' Ahora, paran > 7,
11 1 1 (—1)
Sl=g —gta st ot a2

Por lo que

1
ne-!

- 280e - 7.39
103n(n+1)!  n(n+ 1)1

‘P(An) -

Adicionalmente,

‘P(An) - 1‘ _ 2T

(n+1)!
que nos dice que P(A,)/(e/n) converge a uno cuando n tiende a infinito.
Para n > 7 la aproximacién tendra una precision alta. De hecho, para
n =7, |P(A7) — £| < 0.0000299. Por lo tanto, si n es grande la proba-
bilidad de que se formen dos o més cadenas es alta. Por ejemplo, para
n = 50 la aproximacién produce P(Asp) = 0.054. La tabla 2 compara el
valor real de P(A,,) con la aproximacién e/n.

e/n
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n ‘ 7 8 9 10 11 12 13 14 15
P(An) 0.38835 0.33978 0.30203 0.27183 0.24712 0.22652 0.20909 0.19146 0.18121
e/n 0.38833 0.33979 0.30203 0.27183 0.24712 0.22652 0.20909 0.19146 0.18121

Podemos constatar que la aproximacién es excelente; a 6 decimales
la aproximacion es exacta para n > 10. Con 20 personas, la probabilidad
de que se forme una sola cadena es aproximadamente 13.6 %. Podemos
afirmar que P(A,) serd menor o igual a 0.05 cuando n sea mayor o igual
a bb.

Observacién La demostracion por induccion de #A, 11 = n# A, nos
provee también de un método para generar todos los intercambios de
regalos donde se forma una cadena. Por ejemplo, para n = 3, existen
dos intercambios de regalos donde se forma una sola cadena: (2,3,1) y

(3,1,2). El diagrama @% ilustra el segundo.
Al considerar a una cuarta persona, ésta puede ser insertada en
3 posiciones de la cadena sin romper la cadena de cuatro personas,

JOROJOROBORO)
como sigue:@—@;D 026 @ , que corresponden a las permutaciones
(4,1,2,3), (3,1,4,2) vy (3,4,2,1) respectivamente. Es claro que la ca-
dena (2,3,1) producird también tres cadenas que no se romperan al

insertar a una cuarta persona: @5@@/@@@ 09" Asi los 6 intercam-
bios de regalos que producen una sola cadena con cuatro personas son:
(4,1,2,3), (3,1,4,2), (3,4,2,1), (2,3,4,1), (2,4,1,3) v (4,3,1,2). Por
cada uno de los seis intercambios de regalos de cuatro personas que
no rompen la cadena generaremos 4 nuevos al insertar a una quinta
persona.

Pregunta 2 Para k natural jcudl es la probabilidad p(k|n) de que en
un intercambio de regalos en el que participan n personas se formen
exactamente k cadenas?

Respuesta. Primero notamos que p(1|n) = P(A,) y que p(k|n) = 0 para
k > [n/2] (la parte entera de n/2), ya que dos es el menor niimero
de personas que pueden formar una cadena. En consecuencia, p(k|n)
serd positiva cuando 1 < k < [n/2] .

A manera de ejemplo, para n = 4, existen nueve intercambios de
regalos de los cuales seis no rompen la cadena y tres si. Los tres inter-
cambios que rompen la cadena son (2,1,4,3) que se representa como
(L) (L0, (3,4,1,2) (LT CLTY), v (4,3,2,1) (LW CLT®), Por tan-
to, p(1]4) = 2/3, p(2]4) = 1/3 y p(k|4) = 0 para k > 3.

En la tabla 1 exhibimos p(k|n) parak =1,2,...,5yn=2,3,...,10.

Para esos valores de k y n observamos que la moda, el valor de
k que tiene mayor probabilidad, es dos cuando n > 6. Esto es, si el



94 FABIAN M. HERNANDEZ Y LUIS FELIPE GONZALEZ

Tabla 1:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N(n) 1 2 9 44 265 1,854 14,833 133,496 1,334,961
p(l\n) 1.0000 1.0000 0.6667 0.5455 0.4528 0.3883 0.3398 0.3020 0.2718
p(2\n) 0.0000 0.0000 0.3333 0.4545 0.4906 0.4984 0.4927 0.4811 0.4670
p(3|n) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0566 0.1133 0.1605 0.1980 0.2275
p(4|n) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0071 0.0189 0.0330
p(5\n) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0007

nimero de personas varia entre 6 y 10, lo mas probable es que se formen
dos cadenas. También notamos que las distribuciones de probabilidades
resultan asimétricas a la derecha. Con el fin de ilustrar cémo calculamos
las probabilidades detallamos el caso particular n = 9 en la tabla 2.

Tabla 2:
Cadenas, k Nmero de personas en cada Nmero de maneras de producir k Total p(k|9)
cadena cadenas con nmero dado de per-
sonas en cada cadena
1 9 8! 40,320 0.30203
2 [ 2y7 NH AL # A7 /(27) = 25,920 64,224 | 0.48108
3y6 9IH# Az # Ag/(3!6!) = 20,160
4y5 IIH#As# A5 /(4!5!) = 18,144
3 2,2y5 9 [# A2 # A5 /(2!1215!21)=9,072 26,432 0.19800
2,3y4 I #Ag# Az# Ay /(2!3141)= 15,120
3,3y3 91[#A3]3/(3!313!131) = 2,240
4 2,2,2y3 9![#Ag]s#A;;/(2!2!2!3!3!):2,520 2,520 0.01888
Suma 133,496 1

La tabla 2 esta basada en la observacién de que para que se formen k
cadenas debemos dividir a las n personas en k grupos ajenos y distintos
de tal manera que en cada grupo no se rompa la cadena. Ademas, utiliza
los siguientes dos resultados:

= El nimero de maneras en que r personas pueden formar un in-

tercambio de regalos en el que no se rompa la cadena es (r — 1)!.
Esto es, #A, = (r — 1)/,

= ¢l Lema 1, que generaliza un resultado de Montmort muy conoci-
do.

Lema 1 (Montmort.)

1. Un conjunto de m elementos distintos puede ser dividido en g
grupos distinguibles, g < m , de tal manera que el grupo i tenga
r; elementos donde 0 < r; <m y Zle r; =m, de

m)!
M(rl,...,rg;m):—‘ ‘ '
ryre. Ty

maneras distintas (el coeficiente multinomial ).
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2. Bajo las condiciones del inciso anterior, si no nos interesa hacer
distinguibles a los grupos que tienen un mismo numero de elemen-
tos entonces,

|
m!
M(s1,...84;m) =
d d
15— (s!)" Hj:l £
donde 1 < d < g es el numero de ry que son distintas, sy, S, ..., Sq
son los valores distintos de las r, y F1, Fy, ..., Fy son el numero

de veces que se repite cada una de las s; de tal manera que m =
d d
Zj:l Fisjyg= Zj:l Fj.

Demostracion: Demostraremos el primer inciso del lema y después pre-
sentaremos un esbozo de demostracion del segundo. Para la primera
parte, el nimero de maneras en las que podemos seleccionar los r; ob-
jetos del grupo 1 es (::) Quedan m — r; objetos para ser asignados,
asi que para cada una de estas selecciones del primer grupo hay (m;”)
maneras de seleccionar los r, objetos del grupo 2. Por el principio de
la multiplicacién, el nimero de maneras en que podemos formar los

primeros dos grupos es

(m) (m — 7“1) m!
el To rilral(m —ry — ry)!

Para cada una de estas selecciones del grupo 1 y 2 existen (
selecciones para el tercer grupo, de modo que hay

<m> (m — 7"1) (m —r — 7"2) m)
T Ty r3 riralrsl(m —ry — rg — 13)!

de formar los primeros tres grupos. Continuamos de esta manera hasta
formar los primeros g — 1 grupos, y encontramos que éstos pueden ser

(m) (m ' ) o (m ' g— : " )

maneras, y esta cantidad es igual a

m—ry —rg)
T3

m) m!

rilrel g m— =y — =g )l el ()

pues m = > {_; 7. S6lo hay una manera de escoger los tltimos r,
elementos del tltimo grupo ((:Z):l)’ asi que esta ultima cantidad es la
que buscabamos.
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Ahora presentaremos un esbozo de la demostracion de la segunda
parte del lema. Para entender su dificultad presentamos un ejemplo: si
m=4,9g=2yr, =ry =2 el nimero de maneras de dividir los cuatro
elementos en dos grupos de dos elementos cada uno es, de acuerdo al
primer inciso del lema, 4!/(2!2!) = 6. En la siguiente tabla enumeramos
las maneras de dividir un conjunto de 4 elementos en dos grupos de dos
elementos cada uno:

Elementos grupo 1 Elementos grupo 2
1 1,2 3,4
2 1,3 2.4
3 1,4 2,3
4 2,3 1,4
5 2.4 1,3
6 3,4 1,2

En la primera parte del lema, las divisiones 1 y 6 son distintas.
Eso quiere decir hacer los grupos distinguibles. Si queremos eliminar
esos casos, esto es, si consideramos que es lo mismo asignar 1 y 2 al
grupo 1 y 3y 4 al grupo 2 que 3y 4 al grupo 1 y 1 y 2 al grupo 2,
debemos dividir a 6 entre el factorial del nimero de grupos (6/2! = 3).
De la misma manera, al dividir 9 elementos en tres grupos distinguibles
cada uno con tres elementos, existen 9!/(3!3!3!) maneras distintas. Pero
si consideramos a los grupos indistinguibles entonces debemos dividir
9!/(3!13!3!) entre 3!. La situacién se presenta cuando al menos dos de las
r; son iguales. Note el lector que si todas las r; son distintas, entonces
d =9, R = s;y F; =1 para toda j y obtenemos la férmula de
Montmort. Procedemos ahora con la demostracion.

Si d = 1, el resultado es obvio ya que todos los grupos tienen el
mismo nimero de elementos, y es claro que debemos dividir entre el
factorial del nimero de grupos (= F; = g). Si d = 2, tenemos F; grupos
con s; elementos cada uno y F5 grupos con s, elementos cada uno. Para
eliminar la distincién de los grupos con el mismo nimero de elementos
dividimos entre Fi!F,! de acuerdo al principio de la multiplicacién. Ha-
ciendo induccién sobre d nos permite establecer el resultado. O

En general, supongamos que tenemos un intercambio de regalos entre
n personas que consiste de k cadenas con 2 < k < [n/2]. Denotemos

por x1,xs,...,x; el nimero de personas en cada una de las k cadenas,
donde 2 < a1 <y < <z <n—2yn= Z§:1$j- Supongamos

que hay d z; distintas, 1 < d < k. Denotaremos a estas z; distintas por
Y1, Y2, - - -, Ya. Tendremos:

Y <Y < - <Yy,
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d .
» n=>"_ Y f, donde f, es el nimero de cadenas con y, personas

d
. ZV:I fV - k
Por ejemplo, sin =9 y k = 3 podemos escribir

1.9=2+2+5=2(2)+5porloqued=2y; =2, fi =2, ys =5,
f2=1y fi+ f2=3.

2.9=34+3+3, porloqued=1, y; =3, f1 =3.

3.9=2+3+4,porloqued =311 =2, i =2,9=3, fo =1,
ys=4, fs=1y fi+ fo+ f3=3.

Definamos £ = (f1, fo, - fa) Y'Y = (Y1, Y2, ---,Ya), entonces n =
(f,y) v k= (f,1), donde (,) significa el producto escalar euclidiano y

1 es el vector que tiene 1 en cada una de sus entradas.

Lema 2 Bajo las condiciones dadas arriba, sea N(kly,f,d,n) el nimero
de maneras de producir k cadenas de tal manera que haya f; cadenas
que no se rompen con y; personas cada una, para j =1,...,d. Entonces

n!

N(kly,f,d,n) = #A] e P
( |y n) H;i 1(y] )fJ HZ 1fl ]:[ H] l(fJ'yJ )

Por ejemplo, si n = 9 y escribimos n = 2+ 2 + 2 + 3 (lo que sig-
nifica que se forman cuatro cadenas; tres de dos personas y una de tres
personas), tendremos

n k:47

Yy = (273) = (ylay2)7

» f = (371) = (fl,fz) y

9l
- N(dly.f£.2,9) = g5 = 2520.
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Por tanto, existen 2,520 intercambios de regalos en los que se forman
cuatro cadenas; tres de dos personas y una de tres personas.

Definamos ahora N (k|n) como la suma de N (k|y, f,d, n) sobre todas
las descomposiciones de n en k sumandos donde cada sumando es mayor
o igual a dos y menor o igual a n—2. Recordamos que N(1|n) = (n—1)!.
Asi, para 2 < k < [n/2],

N(kln)= Y N(klf.y.d,n),
(f,y,d)eD

donde la suma se realiza sobre D = {(f,y,d)|(f,y) = n,(f, 1) = k},
y N(k|n) es el nimero de maneras de producir k cadenas en un in-
tercambio de regalos que involucra a n personas. La Tabla 2 muestra
N(1]9) = 40,320, N(2]9) = 64,224, N(3]9) = 26,432 y N(4/9) = 2, 520,
y N(k|9) = 0 para k > 4. Adema&s tenemos que

[n/2]

N(n) =Y N(kln). (4)

k=1

La probabilidad se calcula mediante la férmula

_ N(k[n)
Observaciones
1. La igualdad (4) produce
n'z N(1ln) + N(2|n) + -+ N([n/2]|n)

o equivalentemente

" (—1 /2] 1
y o SODY

b
v=0 (f,y)y=n,(f,1) kH] 1( ' ])

2. Para n grande resulta engorroso encontrar todas las descomposi-
ciones de n en dos, tres, cuatro, etc. sumandos. En el apéndice
demostramos una recursién para el nimero de distintas descom-
posiciones que proporciona también un método recursivo para cal-
cular estas descomposiciones. Sin embargo, nos podemos deshacer
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de la dificultad ya que la siguiente recursion, similar a una recur-
sién de los nimeros de Stirling (consulte la tercera referencia) se
cumple

N(k|n + 1) = n[N(k|n) + N(k — 1|n — 1)]. (5)

La férmula (5) dice que el nimero de maneras de producir k ca-
denas en un intercambio de regalos entre n + 1 personas se puede
obtener como la suma de dos términos: El primero, nN (k|n), es el
nimero de maneras de insertar a la persona n + 1 en cada una de
las k cadenas de n personas sin producir que la persona n + 1 se
regale a si misma. El segundo término, nN (k — 1|n — 1), represen-
ta el nimero de maneras en las que podemos generar una cadena
adicional a un intercambio de regalos que tuvo k£ — 1 cadenas con
n — 1 personas. Para generar una cadena adicional es necesario y
suficiente que alguna de las personas 1, 2, ... n intercambie regalos
con la persona n+ 1. Inicialmente las personas n y n+ 1 forman la
cadena adicional, las demas cadenas se obtienen al intercambiar a
la persona n con las personas 1,2,...,n — 1 en las k cadenas.

3. El lector puede verificar (5) con los datos de la Tabla 1 y exten-
derla tanto como quiera. También puede verificar que la siguiente
recurrencia se cumple N(n + 1) = n[N(n) + N(n — 1)] al utilizar
la igualdad (n +1)S(n+1) —nS(n) = S(n —1).

Pregunta 3 En un intercambio de regalos que involucra a n personas,
icudl es el valor esperado del nimero cadenas?

Respuesta. Definamos la variable aleatoria X,, como el niimero de cade-
nas en un intercambio de regalos entre n personas. Entonces, X,, puede
tomar los valores 1,...,[n/2] y P(X,, = k) = p(k|n). En el siguiente
lema encontramos una expresion para E(X,,).

Lema 3 Sea X, la variable aleatoria que cuenta el nimero de cadenas
en un intercambio de regalos donde participan n personas. Entonces,

B(X) = 505 0 )

donde S(n) =37, (_]—1,)3, como se definio antes.

Demostracion. Definamos para k = 2,...,n, la variable aleatoria Y},
como el niimero de cadenas con k personas en un intercambio de regalos.
Esto es,

Yin:Q,—{1,2,...,n}
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de tal manera que si w € €2, es un intercambio de regalos involucrando
n personas, entonces Y,, x(w) = nimero de cadenas en w con k personas.
Por definicién de Y}, tenemos que

Xo(@) = 3 Vin(w). ()

Por ejemplo, sin = 7y wy = (3,1,2,5,4,7,6) podemos visualizar el
intercambio de regalos como -0~ G0 G=®, y es claro que X7(wp) =
3 ya que hay tres cadenas. Pero por otra parte, Y2 7(wp) = 2, Y3 7(wp) = 1
v Yi7(wo) = 0 cuando 4 < k < 7 y constatamos que (7) es verdadera en
este caso particular. Para 2 < k < n, definamos I'y,, como el conjunto
de todas las cadenas de k personas que no se rompen que se pueden
formar a partir de un conjunto de n personas. Entonces,

n n!

#lkn = (k) ==

para 2 < k < n, ya que existen (Z) maneras de escoger a las k personas
que pertenecerdn a las cadenas y existen (k — 1)! maneras de generar
una cadena de tamano k sin que se rompa. Sea g un elemento arbitrario
de I'k . Definimos la variable aleatoria indicadora de g como

1 sigestaenw
[g(w) =
0 en otro caso.

Es claro que podemos expresar a Y}, en términos de las variables
aleatorias indicadoras definidas arriba, y que para toda w € €Q,,,

Vialw) = 3 L),

gerk,n

por tanto,

E(Yin)= Y E()= ) PU,=1).
gerk,n gerk,n
Pero si g estd en w € €2,, podemos completar el intercambio de
regalos a n personas de tantas maneras como elementos tenga €2, .

Asi que

p(1, = 1) = #nok _ (1= k)\S(0 = k)

#Q, n!S(n)
que no depende de g. En consecuencia
n—Fk)S(n—k n! S(n—k
By, — (1= RIS0 =) _St—k)

nlS(n) (n—k)k  kS(n)
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y finalmente

OJ
Esta férmula puede ser verificada numéricamente a partir de los va-
lores de la Tabla 1.

Observaciones

1. El Lema 3 requiere que asignemos valores a #{y y #£; que en
el contexto del problema no tienen significado. Sin embargo, al
utilizar la recurrencia sobre N(n) podemos establecer que: #y =
1 y #%21::0.

S(n—k)

kS(n)

comporta para n grande y k fija como 1/k. De hecho, para k < n

tendremos que

2. En el lema 3 también mostramos que E(Y},) = el cual se

’ﬂn@_g

v=n—k+1

1
S Sk —k+ D(n—k 1)

y la cota puede hacerse pequena siempre y cuando n sea grande.
Asi, si k = n — 2 con n grande, la cota sera aproximadamente
e/[4(n — 2)], que es menor a 1/(n — 2).

Pregunta 4 ;Podemos decir algo acerca de los otros momentos de X,,?

Respuesta. Contestamos la pregunta al encontrar recurrencias de los
momentos. De hecho, la recurrencia (5) nos permite encontrar otras
recurrencias que concentramos en el siguiente lema.

nN(n)

m . Entonces

Lema 4 Sea «,, =

1. p(kln+1) = app(kln) + (1 — a)p(k — 1jn — 1).

2. 81 P,(t) = >0 P(X,, = x)t* es la funcién generatriz de proba-
bilidades (fgp) de X,,

Poii(t) = anP(t) + (1 — ap)t Py (%)
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3. Si (t) es la derivada de orden k de P,(t) entonces
PEL(#) = an PP (1) + (1 — an)tPE (1) + kP (1),

4. Si pin, k) es el momento factorial de orden k de X,, entonces
P 1,k] = Onfhne] + (1 — an) {Mn—l,[k] + kﬂnfl,[kfl]}

Estos resultados son consecuencia directa de la recurrencia (5) y de
las definiciones de los conceptos. Su demostracién la dejamos como un
ejercicio para el lector. Notese que del cuarto inciso del lema, si E(S,,) =
tn y Var(X,) = o2, tenemos, para n > 3, que

Hn4+1 = Qnflin + (1 - an)[ﬂn—l + 1]

UZJA = anoy, + (1= ap)on_; 4+ on(l = ap) |y — pn1 — 1J%

Observaciones

1. Se puede demostrar que «, € (0,1) (lo dejamos como ejercicio
para el lector: conviene usar las relaciones de recurrencia para
N (n) que hemos mostrado arriba). Asi, para n fija la probabilidad
p(kln+1) es una combinacion convera de p(k|n) y p(k —1|jn—1).

2. También es facil demostrar que {a,} es una sucesién creciente,
acotada y que converge a uno cuando n tiende a infinito. Ademas,

n n

L+ G0

ay =

(el lector puede verificar que para n mayor o igual a 8 la apro-
ximacién es excelente) las recurrencias pueden simplificarse. Nos
damos cuenta que conforme n crece tanto la media como la va-
rianza de X, dependen cada vez mas de la media y la varianza
de X,,. La recurrencia sobre la media nos permite afirmar que

Hn+1 — Pn = (1 - an)[l - (Mn - Nn—l)]

y al utilizar la aproximacion de «,, ~ n/(n + 1), obtenemos que
Pt — fn = (1 — (ftn — pin—1)]/(n + 1). Esta aproximacién nos
permite evaluar pu, con alta precisién para valores grandes de n.
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En la tabla siguiente presentamos valores de E(X,,), Var(X,,) y el coe-
ficiente de variacién de X,, (denotado por C'V},) para algunos valores de
n.

n ‘ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Hn 1 1 1.33 1.45 1.60 1.72 1.83 1.93 1.02 1.11 1.18 1.25 1.32 1.38
on 0 0 0.22 0.25 0.35 0.43 0.50 0.57 0.64 0.70 076 0.81 0.87 0.92

CVp 1.41 1.10 0.98 0.90 0.85 0.81 0.78 0.76 0.74 0.72 0.71 0.69

Esta tabla sugiere que:

= La sucesion de las medias es creciente y que la tasa de crecimiento
es baja.

= La sucesion de las varianzas es creciente y que la tasa de creci-
miento es baja.

= Para cada n la media es mayor a la varianza.
= Que el coeficiente de variacion es una funcién decreciente de n.

En el siguiente lema mostramos que en efecto la sucesion de las
medias es creciente. La figura muestra p,, hasta n = 150, sugiere ademaés
que i, se comporta como una funcién logaritmica.

PN WAL

50 100 150

Lema 5 La sucesion {i, >3 es creciente.

Si definimos u,+1 = p,+1 — i, para v natural obtenemos que u,,; =
(1 —an)(1—wuy). Ahora, us =0, uy =1 —az € (0,1), us = (1 —ay)asz €
(0,1), etc. Una induccién sobre n nos permite mostrar que 0 < u,, < 1
para toda n > 3. En consecuencia, la sucesién de las medias {f, }>3 es
creciente. ]

Pregunta 5 ;Coémo se comporta p,, para n grande?
Respuesta. Esta en el siguiente lema, donde recordamos que la constante
de Euler esta dada por

1
y=1lim (Y = —logn | ~ 0.577215665
n

n—00
k=1
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Lema 6 Para n grande, p, = E(X,) se comporta como logn + v — 1,
donde v es la constante de Fuler.

Demostracion. Partimos de la igualdad (6). Por definicién exp(—1) =
S(n—k)+ R(n—k) para toda n y k enteros no negativos tales que k < n.
Por tanto, al sustituir S(n — k) por exp(—1) — R(n — k) obtenemos

-1 n n

et e 1 1 R(n —k)
R OREOP P OP P

k=2

El valor absoluto |u, —logn —« + 1| es menor o igual a

n

R(n—k
3 A =h)]

k=2

-1 2

+ ;n) Zl; —log(n) —~

v=

1
S(n)

+

‘1 S0

Pero como ya vimos, exp(—1) es una excelente aproximacién de S(n)
sinesgrandey >, % es aproximada por log(n) + si n es suficiente-
mente grande. En consecuencia, la demostracién quedard terminada si
podemos mostrar que

n

>

k=2

(8)

k

puede hacerse tan pequena como queramos si n es grande. Definimos

““Rin—%k) R(0) R(1 R(n—3) R(n-—2
Tn—; (k ) _ 7(1>+n(—)1+"'+ (3 )+ (2 )_

Como vimos en el argumento para demostrar la aproximacién (3),

= (-1
Z V! S(nJrl)!'

v=n+1

De manera que para demostrar que (8) tiende a cero cuando n tiende a
infinito, basta demostrar que

- 1
kZQk:(n—i—l—k)!

tiende a cero cuando n tiende a infinito. Si escogemos m tal que 2m <
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n<2m-+1 (o m=|n/2|), entonces

k=2 k=m+
m 1 =1
= 1 ! 1 &~ gl
m+1l-m) m+1c
m
El primer sumando podemos acotarlo por m, que converge a cero
m !

cuando n tiende a infinito. Como Y -, % < 00, el segundo término

igualmente converge a cero si n tiende a infinito.[]

Apéndice En este apéndice demostramos la recurrencia mencionada
en el texto relacionada con un tipo de descomposiciones de enteros. La
demostracion ilustra una técnica de conteo muy 1util para este tipo de

problemas.

Lema 7 Sean k y n nidmeros naturales con n > 2k. Si Q(k,n) es el
numero de maneras de escribir n como la suma de k numeros naturales
1 < a9 < -0 < 3y con x; > 2 para toda j, entonces se satisface la
TECUTrTrencia

Qk,n)=Q(k—1,n—2)+Q(k,n —k)
donde Q(2,n) = [5] — 1 para n > 2k.

Demostracion: Definimos los conjuntos A, B y C' como

k
Akv":{<x1a"‘>$k):2§$1§$2§"'§$k,n:ij}
7=1
k
Bk,n:{(l‘l’..-7.1'k):2:x1§$2§...§xk’nzzxj}
7j=1
k
Ckm:{(xla"'>$k):3§$1SIEQS"‘SiEk,n:Z{L‘j}'
7=1
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Es claro que A = Bin U Crny ¥ Brn N Crn = 0. Cualquier solucién
(x1,...,7x) en B satisface n—2 = Z?:Q x;, de manera que (2, ..., x)) €
Ag—1n—2. Reciprocamente, si (y1,...,Yp—1) € Ag—1.,—2 entonces
(2,Y1,Y2, - .- Yk—1) € By . Asl, los elementos de Ag_1 ,,—2 y By, estédn en
correspondencia uno a uno y por tanto #Ax_1,-2 = #Byn.

Por otra parte, si (x1,...,2,) € Ckp, tenemos que Z?Zl T; pero
3 < x; < --- < . En consecuencia, Zle(xj —1) =n—Fky esto
significa que (x1—1,..., 25, —1) € Ay i ya que z; —1 > 2 para toda j.
Reciprocamente, si (y1, ..., Yx) € Akn—k entonces Z§:1 y; =n —k, por
lo que Zle(yj + 1) =n, y esto implica que (y1 + 1,...,yx + 1) € Cy,
ya que y; + 1 > 3 para toda j. Asi que #Cj,, = # A —r. Concluimos
entonces que

Q(k7 n) = #Ak,n = #Bk,n + #Ck,n = #Akfl,an + #Ak,nfka

que termina la demostracién del lema.[]
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