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Resumen

Se presenta la Programacién Dindmica (PD), aplicada a la
resolucion de problemas de optimizaciéon en Teoria de Con-
trol. Se trabaja a tiempo continuo y se consideran problemas
deterministicos y no. El formalismo de la PD conduce a la
ecuacion en derivadas parciales conocida como de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB), satisfecha por la funcién de costo épti-
mo para condiciones iniciales variables. Esta ecuacién es no
lineal, hiperbdlica de primer orden en el caso deterministico y
parabdlica de segundo orden en el no deterministico.

Los diferentes conceptos introducidos se motivan en dos areas
de aplicacién de gran interés en nuestro medio y en las que
se requiere tomar decisiones en forma racional: a) irrigacién
de cultivos en tiempo de secas y b) administraciéon del agua
de una presa. Se formulan sendos modelos matematicos con
el fin de disenar las politicas requeridas y, finalmente, se re-
suelven las correspondientes ecuaciones de HJB para obtener
las politicas éptimas requeridas.

1. Dos problemas de control

En [7] hemos construido un modelo matemético para la variacién tem-
poral del contenido de humedad de una planta, que relaciona esta va-
riable con la humedad atmosférica y la del suelo. Dicho modelo supone
una variacion aleatoria de la humedad atmosférica en torno a un valor
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promedio y supone ademas que la humedad del suelo se origina exclu-
sivamente por la irrigacién. Por ambas consideraciones, es de esperar-
se que el modelo en cuestion sea aplicable exclusivamente a cultivos
en zonas aridas, como las que tanto abundan en el norte de México.
Brevemente, su ingrediente bésico es la ecuacion diferencial estocastica

dry = (—axy + fug + 0)dt + odB; (1)

En esta ecuacion, x y u son procesos estocasticos, que representan
la variacion temporal de la humedad de la planta y la humedad del
suelo, respectivamente, ambas debidamente normalizadas. El proceso
B no es otro que el movimiento browniano estandar unidimensional, en
tanto que «, 3, 6 y o son constantes positivas conocidas. A reserva de
consultar las varias hipotesis subyacentes a ese modelo en la referencia
[7], diremos que la ecuacién (1) supone que las fluctuaciones aleatorias
de la humedad atmosférica pueden representarse como un ruido blanco
gaussiano y el movimiento browniano resulta precisamente de dicha
suposicion.

Por otro lado, sobre este modelo se plantea el problema de elegir el
nivel 6ptimo de humedad en el suelo en cada instante, es decir, u. Para
ello se define un indice

J(u) == E/O {Aa} + puf} dt (2)

para cuantificar la bondad de un tal control u, de tal manera que un

control w serd 6ptimo si minimiza J sobre todos los otros controles

que compiten y que constituyen una familia U. En otras palabras, un
control éptimo queda caracterizado por la condicién

J(u*) = inf J(u). 3

(") = inf J(u) 3)

En dicho ejemplo, la clase de los controles admisibles U estd cons-

truida por todos aquellos que pueden darse en la forma de una POLITI-
CA: se requiere que

U = ¢(t7xt) (4)

donde ¢ es una funcién Borel medible de sus argumentos.

En otros trabajos nos hemos referido al problema de disenar es-
trategias de control para una presa, encaminadas a tomar decisiones en
cuanto al caudal de agua a desalojar en cada momento. Aqui el modelo
matematico es ain mas simple y su ingrediente basico es la ecuacién
diferencial ordinaria

2y = Ty — Uy (5)
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En esta ecuacion, z; es el volumen de agua en la presa en el instante t.
Por otro lado, x; y u; son los caudales de ingreso a y salida de la presa,
respectivamente, ambos en el instante t.

Es razonable pensar que el caudal del rio que alimenta a la presa no
sea facilmente predecible y de hecho suele ser bastante erratico. Por otro
lado, es razonable también que si haya un cierto grado de dependencia
entre los caudales que acarrea el rio en instantes cercanos; de hecho, es
dable esperar variaciones estacionales mas o menos periddicas. Por lo
tanto, parece sensato proponer un modelo del tipo de

.fi't + wzxt = wa + O'ft

para el caudal que ingresa al embalse. Aqui, w es la frecuencia con que
se suceden las estaciones de aguas y de secas, b es el caudal promedio a
lo largo del ano y ¢ es un ruido blanco gaussiano estandar. Procediendo
de la manera usual, definimos la nueva variable de estado y := x, con
lo que el modelo para las avenidas del rio puede darse en la forma del

sistema
dﬁt = ytdt (6)
dy; = w?(b— x;)dt + cdB;.

En (6), como en (1), se utiliza la notacién del célculo estocéstico de Ito
[10] para legalizar el uso de ruido blanco en el modelo.
Finalmente, el cambio de variable

z = x—b

w = u—2>b

nos permite dar el modelo global bajo la forma del sistema lineal de
ecuaciones diferenciales estocasticas

dx, 0 10 Ty 0 0
dyt = —W2 00 Yt + 0 (' dt + o dBt
dZt 1 0 0 Zt —1 0

Ahora bien, hay una serie de objetivos a cumplir para lograr una
operacion satisfactoria de este sistema de almacenamiento de agua. En-
tre otros, podemos listar los siguientes:

(i) Debe satisfacerse la demanda de agua corriente abajo, lo mejor
posible.

(ii) Tanto los derrames como los vaciados de la prensa deben evitarse,
también dentro de lo posible.
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Este tltimo requisito puede modelarse facilmente eligiendo una es-
cala de medicion tal que la capacidad total de la presa sea 2M unidades,
siendo —M el minimo volumen de agua tolerable en la presa y +M el
nivel en el cual ya es de temerse un derrame. Por consiguiente, se desea
que el proceso z se mantenga confinado al intervalo [—M, M]. Si deno-
tamos por 73 al instante en que primero se violan estas restricciones, es
decir,

73 =1nf{t > 0: |z > M} (8)

nos interesa la distribucion de esta nueva variable aleatoria. En parti-
cular, quisiéramos que la probabilidad

P(r3s <T) (8”)

fuera lo mas pequena posible. Aqui T es el “horizonte de planificacién”,
es decir, el lapso de tiempo durante el cual vamos a implantar nuestras
decisiones.

Por otro lado, el peligro de un exceso de agua en la presa o de un
nivel de agua demasiado bajo ahi puede evitarse méas facilmente si se
lleva un registro del mismo caudal de ingreso. Aqui resulta importante
asegurarse de que dicho caudal se mantenga dentro de ciertos limites,
que sin pérdida de generalidad denotaremos como —K y + K, respecti-
vamente. Finalmente, dicho caudal no debe variar en forma demasiado
rapida, pues de ser asi se dificultaria la accién de control; es razonable
también fijar limites para el proceso y, que deberd estar confinado al
intervalo [—L, L]. Por consiguiente el estado del sistema deberd restrin-
girse a un cubo @) en el espacio de tres dimensiones para garantizar una
operacion satisfactoria.

En cuanto al requisito que pide satisfacer la demanda, supondremos
que ésta puede modelarse mediante un proceso estocastico d conocido,
independientemente de los tres procesos estocésticos x, y y z. Aqui re-
sulta razonable requerir que la deficiencia |d; — u;| tome valores tan
bajos como sea posible. Puede entonces sugerirse la conveniencia de
elegir el control u de tal manera que se minimice la esperanza

T
E/ (dt — Ut)th.
0
Sin embargo, conviene también evitar variaciones de nivel dema-

siado bruscas, por lo que es conveniente también considerar el objetivo
de minimizar la esperanza

T
E/ (xt — Ut)2dt.
0
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Finalmente, observamos que pueden combinarse los requisitos ante-
riores en uno solo si consideramos como objetivo minimizar la esperanza

J(u) = E/ IN(dr — u)? + (e — )2} dt ()
0
donde A y p son dos niimeros positivos que suman 1. Ademas,

Ti:=1nf{t >0: (x,y,2) € Q}. (10)

Aqui también resulta conveniente considerar controles que puedan
darse bajo la forma de politicas, como en (4), es decir,

Uy = fb(t,xt,yt,zt).

Debe también considerar restricciones en la capacidad de desagiie
de la presa, por lo cual el control toma valores en algin intervalo com-
pacto U. Asi pues, cada politica de control estara dada por una funcién
Borel medible de [0,7] x @ en U. Los controles asi obtenidos serdn
llamados ADMISIBLES, constituyendo asi la familia ¢ sobre la cual
queda definido el indice J en (9).

Finalmente, el problema requiere encontrar un control 6ptimo u*,
que debe desde luego satisfacer la condicién (3) para serlo.

2. Programacion dinamica

Cada uno de los ejemplos dados en la seccién anterior condujo a un
problema de optimizacion estocastica del siguiente tipo:
Sea un proceso de difusién z, solucion de la ecuacién diferencial
estocastica
dxy = b(t, ¢, ug)dt + o(t, z,)d By (11)

para cada control u, a su vez un proceso estocastico que toma valores
en un conjunto U. En general, suponemos que z es n-dimensional y que
el movimiento browniano estandar B es d-dimensional, por lo que by
o tienen dimensiones n y n X d, respectivamente. Precisando atin mas,
sea U la clase de todos los controles admisibles, a los que pediremos
dos condiciones:

i) Para cada control admisible u, el problema de valores iniciales
asociado a (11) tiene solucién tnica, definida en todo [0, 7.

ii) Cada control admisible u estd dado en forma de politica, es decir,
se cumple (4) para ¢ : [0,7] x R — U adecuado.
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Por otra parte, la “vida 1til” de nuestro sistema se da mientras que
las trayectorias de las soluciones de (11) se mantengan en el interior
de un conjunto restricciéon B. El instante en que las trayectorias de x
abandonan B por primera vez es, precisamente,

T:=inf{t >0: 2 & B},

con la convencién extra de que inf () := T. Sea z, el punto de la fron-
tera de B por el que las trayectorias de x abandonan el interior de la
restriccion. Es bien sabido que tanto 7 como x, son variables aleatorias
con valores en [0,7T] y 0B, respectivamente.

Para cada trayectoria, sea

/TL@thMt+®ﬁwJ (12)

el correspondiente costo de operacién del sistema, sobre la vida util del
mismo. Aqui, L y ® son funciones no negativas sobre [O,T] x B x U y
{T'} x B+ 1[0,T] x 0B, respectivamente; estas funciones son datos del
problema. El costo especificado en (12) es una variable aleatoria, cuyo
valor esperado queremos minimizar.

Precisando, definamos J(u) para cada control admisible u mediante

T
J@p:E{/'ua%mmﬁ+¢@wg}
0
Se desea encontrar un control admisible u* con la propiedad
J(u*) =mf{J(u) :ue U}, (13)

dicho control se calificard de OPTIMO.

Observemos que el problema planteado se vuelve deterministico si
el coeficiente o en (11) es idénticamente cero. En ese caso tanto los
controles u como las trayectorias x serdn funciones, soluciones de la
ecuacién diferencial ordinaria

jft = b(t, Ty, Ut>. (].4)

Un control serda admisible si garantiza una sola trayectoria x para
cada valor de xy. Por ejemplo, podemos tomar U como la clase de todas
las funciones w : [0,7] — U tales que

i) son continuas por tramos

ii) estan dadas mediante politicas, como en (4).
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Dado lo anterior, la funcién de costo J : U — R esta dada por
J(u) = / L(t, 20, )t + D (7, z,) (15)
0

igual que en el caso aleatorio, un control u* € U serd éptimo si cumple
la condicién (13).

Para resolver este problema deterministico, la Programacion Dina-
mica comienza por sumergirlo en una familia infinita de problemas se-
mejantes, uno para cada punto (s,y) € [0,7]x B. En efecto, el problema
planteado supone que tanto los controles como las trayectorias comien-
zan en t = 0, siendo el valor inicial xy un punto bien definido en B.
Aqui estamos variando tanto el instante inicial como de la trayectoria.
Asi pues, consideramos el problema de valores iniciales

'j:t = b(t7 Ty, ut)
rs = Y

(16)

y restringimos los controles al intervalo [s, T]. Sea U; la correspondiente
clase de controles admisibles.
Hecho lo anterior, definimos el indice J(u|xs = y) mediante

J(ulzs — y) — / L(t, 20, w)dt + (7, z,),

Huelga la aclaracién de que ahora 7 es el primer instante DESPUES
DE s en que la trayectoria x toca la frontera de B. Sea ahora V (s, y)
el valor del costo éptimo que corresponde a la condicion inicial 3 = v,
es decir

V(s,y) :== inf J(ulxs =vy). (17)
ueUg

Es claro que V(0,z¢) = J(u*), con u* éptimo a partir de ¢ = 0. Supon-
dremos en todo lo que sigue que L es una funcién continua de sus
argumentos ademés de que V' es continuamente diferenciable.

Lema 1 Sea u admisible a partir det = 0 y sea x la correspondiente
trayectoria, para xo dado. Entonces,

d
%V(t, :Ct) + L(t, xt,ut) > O, 0 <t< T. (18)

DEMOSTRACION. Sean ¢, ¢+ h € (0,T) y sea v un control admisible
a partir de t 4+ h; extendamos este tltimo a un control u admisible a
partir de ¢ poniendo

N u, sit<s<t+h
u:
vy sit+h<s<T.
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Entonces,

t+h
V(t,z) < / L(s, x5, us)ds + J(u|ziyn).
t

Podemos tomar infimo sobre v para obtener

t+h
V(t,zy) < / L(s,xs,us)ds + V(t + h, zp4p).
t

De aqui se obtiene el resultado deseado al dividir por h y tomar el
limite cuando h — 0. OJ

Conviene interpretar el resultado anterior de manera global, en
términos de la funcién de costo. Para ello observemos que la conclusiéon
del Lema 1 puede reescribirse en la forma de

d T
v - [ L) 2o
at t

es decir, la funcién

t— V(t,x) — / L(s,xs,us)ds (19)
t

es no decreciente, cualquiera que sea el control u. En otras palabras,
a lo largo de las trayectorias del sistema controlado (16), la diferencia
entre “el costo 6ptimo a partir de un punto dado” y “el costo acumulado
desde ese punto hasta el final de la trayectoria” simplemente no puede
decrecer.

Lema 2 Sea u* dptimo a partir det = 0 y sea x* la correspondiente
trayectoria, para xj; dado. Entonces,

d
EV(t,xf)—{—L(t,x:,uf):O, 0<t<T.

DEMOSTRACION. Es claro que la restriccién de u* a [7, T es admi-
sible a partir de ¢, por lo que

T
Vitai) < [ Llsaiui)ds + 0(n.a3),
t
en otras palabras

T
V(t,x}) — / L(s,z%,ul)ds < ®(r,27), 0<t<T.
t
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Por otro lado, la optimalidad de u* implica que

T
V(0,z5) — / L(s,z%,ul)ds = O(7,x7).
0
En virtud del Lema 1, las ultimas dos relaciones implican que
T
V(t,zy) — / L(s,z%,ut)ds = (1, z7), 0<t<T.
t
Basta diferenciar la funcion
t— V(t,x;) — / L(s,z%,ul)ds
t
para obtener la conclusién deseada. 0

Asi pues, a lo largo de una trayectoria optima, la diferencia entre
“el costo optimo a partir de un punto dado” y “el costo a partir de
dicho punto y a lo largo de la trayectoria” se mantiene constante.

Por otro lado, la demostracién del lema anterior permite ver que
u* restringido a [t, T es éptimo a partir de ¢, sin que intervengan para
nada las acciones de control tomadas antes de t, pues

V(t,zy) = / L(s,z%,ul)ds + ®(7, x7), 0<t<T. (20)
t

Tenemos asi la importante conclusién que enunciamos enseguida, la
cual se conoce como:

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD

Sea u 6ptimo para el problema de control que empieza a partir de
t = 0 en el estado inicial = y sea u® su restriccion a [s, T'], para s € (0,7).
Entonces, u® es éptimo para (16), sin importar las decisiones tomadas
sobre [0, s).

Ahora bien, observemos que los problemas de optimizacién que hemos
encontrado hasta ahora son del tipo “con restricciones de igualdad”.
Para este tipo de problemas, el método de multiplicadores de Lagrange
prescribe formar el HAMILTONIANO H : [0,7] x Bx U xR — R
dado por

H(t,x,u,)\) == L(t,z,u) + \Tb(t, 2z, u) (21)

En términos de este Hamiltoniano, las conclusiones de los dos lemas
anteriores pueden muy bien expresarse de la manera siguiente:
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Sea u € U y sea x la correspondiente trayectoria. Entonces

ov av
E(f,ﬂ%) + H(t,xt,ut, E(t,ﬂ?t)) > 0, 0<t<T.

Si u* es 6ptimo y z* es la correspondiente trayectoria, entonces

av ov
—(t,zy) + H(t,x},u;, —(t,zy)) > 0, 0<t<T.

ot ot
Podemos ahora combinar ambos resultados en la observacién
i oV ov
rglelbrllﬂ(t,x,v, E(t,x)) = —E(t,x),

ademas de que el minimo del Hamiltoniano se obtiene precisamente en
el valor u* del control que resulta 6ptimo a partir de ¢.
En otras palabras, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1 SiV es continuamente diferenciable, entonces satisface la
ecuacion en derwadas parciales

oV ) oV
E—l—rvrélélH(t,x,v,E) =0 (22)
en el interior del cilindro Q := [0, T]x B, ademds de las dos condiciones
V(T,z) =®(T,x),x € Int B, (237)
V(t,z) =®(t,z),0 <t <T,xz € 0B. (23”)

La ecuacién (22) se conoce en la literatura de control como de
HAMILTON-JACOBI-BELLMAN (HJB), por analogia con las ecua-
ciones diferenciales parciales que resultan en la teoria de Hamilton-
Jacobi del Calculo de Variaciones [1], [6]. Las condiciones (23) definen
un problema de valores finales y a la frontera (PVFF) asociado a la
ecuacién de HJB.

Ademas, resalta de lo anterior el hecho de que un control 6ptimo u*
satisface necesariamente la relacién

H(t, v, (1)) = mi H (1,0, (1, 2),
condicion que expresa el hecho de que los valores de un control éptimo
minimizan puntualmente el Hamiltoniano. De esta observacién obtene-
mos condiciones necesarias para la optimalidad de un control, que se
traducen en el siguiente procedimiento para la obtencion de candidatos
a controles éptimos:
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i) Minimicese puntualmente el Hamiltoniano con respecto a los va-
lores de control, para cada valor de las variables restantes. Se
obtiene asi una funcién v* : [0,7] x B x R — U que satisface la
condicion

H(t,z,v*(t,z,\),\) = ml'(rjl H(t,z,v, ).
ve

ii) Obténgase un control u mediante

Uy =0V (taxtv %(tv mt))a (24)

donde V resuelve el PVFF (22) y (23).

Algo que debe senalarse acerca del control 6ptimo que arroja este
método es que estd dado por una politica de realimentacién del esta-
do del sistema; en efecto, (24) lo muestra de manera por demds ev-
idente. Huelga decir que la aplicacion préactica de un control de este
tipo requiere que el estado del sistema controlado sea perfectamente
observable, lo cual a menudo no se puede garantizar.

Otro problema de tipo practico es el de contar con soluciones su-
ficientemente suaves de la ecuaciéon de HJB, lo cual a veces no puede
garantizarse; ademds falta verificar a posteriori que V' (la solucién en-
contrada para la ecuacién HJB) en efecto da el costo 6ptimo y que el
control encontrado también es 6ptimo. Esto tampoco es automatico en
muchas aplicaciones.

3. Control de difusiones

Regresemos ahora al problema de control planteado al inicio de la sec-
cién anterior, referente a la ecuacién diferencial estocdstica (11), con
animo de aplicarle los conceptos que acerca de la Programacion Dindmi-
ca desarrollamos en la segunda parte de dicha seccién.

De nuevo, podemos sumergir el problema en una familia infinita
de problemas similares, uno para cada condicién inicial (s,y). Comen-
zamos por especificar las correspondientes dinamicas, a saber,

dl’t = b(t, T, ut)dt -+ O'(t, .fl't>dBt (257)
Ts =Y. (257)

Hecho esto, podemos definir la funcién de “costo 6ptimo a partir de
t = s” mediante

Vs = iof B{ [ Litmnujar + o a0)le. =

uelUg
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en completa analogia con (17).

La funcion V asi definida tiene algunas propiedades que recuerdan
las consignadas a los lemas 1 y 2, pero cuya demostraciéon en esta formu-
lacién estocastica requiere de herramienta matematica més avanzada.
Comencemos por presentar el analogo del Lema 1, en el que de nuevo
se establece el cardcter no decreciente de la diferencia entre “el costo
o6ptimo a partir de un punto dado de una trayectoria cualquiera” y “el
costo de operacion acumulado a partir de dicho punto de la trayectoria
en cuestiéon”. Sin embargo, en este caso las trayectorias son procesos
estocdsticos (sus valores son variables aleatorias), por lo que debemos
proceder con mayor cuidado.

Lema 3 Para cualquier politica de control u, admisible a partir det =

0
t+h
Vt,xy) < E {/ L(s,xs,us)ds + V(t + h, mt+h)|wt}
t

tiene probabilidad 1 para cada t.

Lema 4 Si u es optimo, entonces

t+h
Vt,z}) < E {/ L(s,z%,ul)ds + V(t + h, m;ﬁrh)\xt}
t
tiene probabilidad 1 para cada t.

Estos dos resultados se demuestran de una manera muy semejante
a la utilizada para demostrar los lemas 1 y 2, respectivamente. Véase
2, VI.2] para los detalles. También en el caso estocdstico podemos
enunciar el importantisimo Principio de Optimalidad, exactamente en
los mismos términos de la seccién anterior.

Ahora bien, un resultado muy importante de la teoria de ecuaciones
diferenciales estocésticas es la llamada Férmula de Dynkin [5, Vol. 1].

En dicha férmula aparece la familia de operadores diferenciales de
segundo orden dada por

1 2
A%¢ = §a(t,x) : % + b(t, z,v) - %

para v € U. Aqui, a(t, z) es una funcién matricial de orden n x n, dada
por

a = O'O'T

y - denota el producto interior A - B := trABT definido para matrices
del mismo orden.
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En términos de dichos operadores, la férmula de Dynkin dice que

E{V{E+h)|zen) = V(t, )
+E {/fh {%—‘;(s, wy) + AWV (s, m} ds]:zct}

siempre y cuando V sea suficientemente suave. De ser asi, los dos lemas
anteriores implican que

%
E {/ [E(Sgl’s) + A"V (s, 24) + L(s,xs,us)} d8|$t} >0
t

para cualquier control admisible u; mas atn,

t+h oV N
[ [+ V5,22 ¢ ) sl } =0
t

si u* es Optimo. En ambos casos, la relacién en cuestion ocurre con
probabilidad 1 para cada ¢ € [0, 7.

Basta dividir entre h y tomar el limite cuando h — 0 para obtener
el siguiente resultado:

Teorema 2 Supongamos que V es continuamente diferenciable, dos
veces con respecto a x. Si u es admisible a partir de t =0, entonces

oV

E(u I’t) + AUtV(ta mt) + L(t7 T, Ut) Z 0

St u es dptimo wvale la igualdad; en cada caso, la conclusion es con
probabilidad 1 para cada t € [0,T].

Igual que en el caso deterministico, podemos expresar conveniente-
mente el resultado anterior en términos del Hamiltoniano definido en
1)

H(t,z,v,)\) := L(t,z,v,\) + ATb(t, z,v).

En efecto, el resultado anterior afirma que

oV 1 0*V
t,x) + —a(t, ) - W(t,x)

fuf H(t,z,0, 00 (t,2)) = 2

vel ox B E(

y, ademas

inf H(t,x,v, a—V(t,:c)) = H(t,z,u}, —

velU ox t’ x>)
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donde u* es 6ptimo. De nueva cuenta, si v es la funciéon que minimiza
puntualmente el Hamiltoniano, se obtiene un candidato a control 6pti-
mo mediante la férmula

uf = v*(t, zy, a—x(t,xt)).

Asi pues, se aplica de nuevo el procedimiento para la resolucién de
problemas de control 6ptimo bosquejado al final de la seccién anterior.
La ecuacién de HJB para el caso estocastico no es otra que

ov 1 0*V oV
E—i_ —a(t, z) - W-FI&IDH@ZEU 8x)_07 (26)
la cual debe resolverse junto con las condiciones finales y a la frontera
V(t,z) =®(T,z), z€ B, (27)
V(T,2)=®(T,z),0<t<T, ze€dIB. (277)

Igual que en el caso deterministico, un paso importante del algo-
ritmo es mostrar que existen soluciones de la ecuacion de HJB con el
suficiente grado de suavidad, lo cual no es automatico. Por supuesto,
luego hay que calcular la solucién del PVF especificado por (26) y (27).

Un caso en el que “todo sale bien” es el problema de control de
humedad en agricultura que fue planteado en la primera parte de la
seccién 1. Ahi, el Hamiltoniano estda dado por

1 1
H(t,z,u,m) = 5)\1‘2 + i,mf + m(—ax + fu+6)
y la funcién que lo minimiza es

v (t,x,m) = ——.

I

Asi pues, una condicién necesaria para la optimalidad de un control es
_pov
i Ox

*

Uy = -t z7),

donde V satisface la ecuacion de HJB del problema
vV g2V B2 oV’ v oA,
@*7@‘7(%) FOmang, e =0

junto con

V(T,z) =0, zeR.
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Véase [7, seccién 3] para los detalles. Ahi se hace ver la factibilidad
de tener soluciones de la forma

Vi(t,2) = gp(t)a? + alt)e +r(r)

por lo que un control éptimo sera

uf = —g [p(t)a; + (1))

4. Soluciones a la ecuacion de HJB

Al final de la seccién anterior revisamos someramente un ejemplo de
control estocastico en el que el formalismo de la Programacién Dindmi-
ca conduce facilmente a una solucion. Previamente, se anotaron algunos
de los principales problemas comunes a toda aplicacion de este tipo, en
las que se debe verificar a posteriori el enfoque utilizado, amén de garan-
tizar la existencia de soluciones suficienternente suaves de la ecuacion
de HJB y de hecho encontrarlas. Resumiendo, hay tres tareas inher-
entes a toda aplicacion de la Programacién Dindamica a la solucion de
este tipo de problemas:

i) Verificar la validez del enfoque, probando un teorema idéneo.

ii) Establecer la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién
HJB con el suficiente grado de suavidad, y

iii) encontrar dicha solucién.

Existe una gama de teoremas de verificacién de la Programacion Dinami-
ca y todos requieren de un cierto grado de suavidad en la solucién de
la ecuacién de HJP. Por ejemplo, en la pagina 159 de [2] se prueba el
siguiente:

TEOREMA DE VERIFICACION. Supongamos que V es conti-

nuamente diferenciable, dos veces con respecto a x, ademas de que
V(t,2)| < C(+|z[F),0<t<T,x€B (28)
para k natural y C' positivo. Entonces

a) Para cualquier control u, admisible a partir de t = s,

V(s,xzs) < E {/ L(t, x¢, up)dt + O(, xT)\:US} :
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b) Si u* es admisible y se obtiene minimizando puntualmente el
Hamiltoniano, entonces

V(s,at) = E { [ty + o, x:>|:c:} |

por lo que u* es optimo.

De (28) se dice que constituye una condicién de crecimiento poli-
nominal para V. Abreviando, se dird de V como en el Teorema de
Verificacion que “estd en C’;’Q”.

. Qué condiciones garantizan la existencia de soluciones en C’;Q para
la ecuacién de HJB?

Hay un gran numero de teoremas de existencia para ecuaciones
diferenciales parabdlicas semilineales, como es el caso de la de HJB
[4]. En todos ellos se obtienen soluciones generalizadas, cuya suavidad
depende grandemente del hecho de que la matriz a(t, x) satisfaga una
condicion de la forma

Mo < 3 it )72z < gl 2 €R” (29)

ij=1

para 0 < A\ < pu < co. Esta condicién significa que el espectro de a(t, )
—necesariamente real— esta contenido en [\, p], uniformemente. Se dice
entonces que el operador diferencial

z,gzl s (t7 I> 6%835]
es UNIFORMEMENTE ELIPTICO.

Por desgracia hay problemas de control estocastico que dan lugar a
operadores (30) que NO son uniformemente elipticos; es un problema
abierto el de dar condiciones bajo las cuales la ecuaciéon de HJB tiene
soluciones en 05’2 en estos casos llamados “singulares”.

A manera de ejemplo, regresemos al problema de control de pre-
sas que fue planteado en la segunda parte de la seccion 1. Para este
problema, el Hamiltoniano esta dado por

H = MNd(t) — ul|® + plr — ul* + py — w’zq + (v — u)r

donde p, ¢ y r son los multiplicadores de Lagrange y d(t) es la demanda
de agua rio abajo en el instante t. Véanse las ecuaciones (7) y (9). El
control que minimiza el Hamiltoniano es, entonces,

A i 1 oV

= ——d(t ; -
e ()+)\—|—uxt+)\+,u3m

(t, 28,97, %)
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Por lo tanto, la ecuacion de HJB asociada a este problema es

8—V+O’—262—v+ 8—V—w2xa—v+xa—v— LAd(t)Jr x+15’_‘/ 2—0
ot 2 0y? Y ou dy 0z | A+p PET 9% =0

de la cual interesan las soluciones que se anulan en las caras lateral y
final del cilindro [0, 7] x Q.

La matriz correspondiente a la parte eliptica (30) para este caso
particular es

onl, o

0 0
0 0
0 0
lo que muestra claramente que la condicién (29) no se cumple en este
ejemplo.

Asi pues, no es seguro que existan soluciones suaves para la ecuacién
de HJB y, en consecuencia, no esta claro que se aplique el Teorema de
Verificaciéon. Sin embargo, el control obtenido parece bastante razona-
ble: se modifica mediante un término que depende de la solucion de la
ecuacién de HJB la politica “ingenua” que prescribe

a) dejar salir todo lo que entra cuando lo tinico que importa es evitar
inundaciones (A =0, u = 1)

b) satisfacer plenamente la demanda cuando eso es lo tinico que im-
porta (A =1, u=0)

¢) dejar salir una combinacién convexa de la demanda y del caudal
del rio, en general.

Es verdad que se dispone de teoremas de verificaciéon que requieren
un grado menor de suavidad por parte de las soluciones de la ecuacién
de HJB, pero aun asi hay problemas en el caso singular. Aqui hay
un problema abierto, para especialistas en ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales.

Finalmente, todavia queda el problema de aproximar las soluciones
de la ecuacién de HJB. Aqui puede resultar muy conveniente el enfoque
a base de perturbaciones singulares, que reemplace la ecuacion de HJB
dada, por otra cuya parte eliptica esté dada por la matriz

o

»

a

2
0

o O
oo O
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Se resuelve este problema perturbado y se examina el comportamiento
de la solucién cuando € — 0. Este enfoque se sigue en numerosos estu-
dios, entre los que podemos mencionar la seccién 3.3 de [8], que mucho
debe al articulo [3].

Sin embargo, el teorema antes citado contiene hipétesis demasiado
restrictivas en cuanto a la estructura de la ecuaciéon de HJB. Por ello,
en la seccion 4.5 de la misma referencia [8] se prueba un teorema de
existencia de soluciones continuas y acotadas de la ecuaciéon de HJB en
el caso singular por métodos probabilisticos y bajo suposiciones menos
restrictivas. A su vez, dicho desarrollo debe mucho al articulo [9] y de
hecho esta emparentando con los métodos empleados en el volumen 2
de [5].

Finalmente, en la seccién 4 de [8] se prueba un teorema de verifi-
cacion para sistemas singulares de estructura semejante al que nos ocu-
pa y que requiere inicamente soluciones continuas y acotadas para la
ecuacién HJB. Asi pues, podria pensarse que se dispone de herramien-
ta suficiente para lidiar con este tipo de problemas, pero ain queda
mucho por hacer en cuanto al diseno de procedimientos efectivos de
calculo para resolver la ecuacion de HJB en los casos singulares.
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