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Resumen

La computabilidad clásica se entiende a través de la tesis de
Church-Turing: todo lo que puede ser computado, puede ser
computado por una máquina de Turing. Más precisamente, en
su art́ıculo original, Turing introdujo lo que ahora se conoce co-
mo máquina de Turing, para formalizar la noción de funciones
computables. Esta tesis se cumple inclusive cuando hay parale-
lismo en el sistema: es posible incrementar la velocidad, pero no
la clase de funciones computables. Estos resultados son bien co-
nocidos. Mucho más reciente, y menos conocido, es que cuando
puede haber fallas en algunos de los componentes de un sistema,
cambia el carácter de la computabilidad. Las entradas y salidas
de la función están distribuidas entre los procesos del sistema,
y al problema que define cuales son las salidas legales para cada
entrada se le llama tarea, el equivalente de una función en el
contexto de computabilidad distribuida.
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La computabilidad distribuida de una tarea depende de las
propiedades del sistema: el tipo de comunicación, las velocida-
des relativas de los procesos, y las fallas que pueden ocurrir en
los procesos y en el medio de comunicación. Sin embargo, es po-
sible describir los fundamentos de computabilidad distribuida
utilizando un modelo canónico, el llamado IWS, que se describe
en este trabajo. Se presentan ejemplos de tareas y el teorema
que caracteriza las tareas que tienen solución en el modelo IWS.
Se explica el rol fundamental de la topoloǵıa en la teoŕıa de la
computabilidad distribuida.

1. Introducción

En 1936, cuando teńıa 24 años de edad, Alan Turing hizo un descu-
brimiento fundamental. Probó algo muy extraño: existen funciones que
pueden ser descritas, y sin embargo no pueden ser computadas median-
te ninguna secuencia de pasos bien definida. Esto sorprendió a todos,
especialmente a los matemáticos de la época, que estaban buscando
algoritmos para calcular polinomios. Concretamente, el famoso décimo
problema de Hilbert [42], ped́ıa encontrar un método mediante el cual
se pudiera decidir, en un número finito de pasos, si un polinomio con
coeficientes enteros tiene solución en enteros. El resultado de Turing
implicaba que no existe tal algoritmo. Para obtener esta conclusión,
negativa, Turing tuvo que definir una noción formal de “método”, de
“secuencia de pasos bien definida”. Es esta noción la que hoy se conoce
como máquina de Turing, y la cual nos lleva a la tesis de Church-Turing:

Todo lo que puede ser computado, puede ser computado por
una máquina de Turing.

Computación distribuida. En 1993 se anuncia en el Congreso A-
nual de Teoŕıa de la Computación de la ACM [10, 31, 48] el descu-
brimiento de un segundo fenómeno extraño. Mientras que en los sis-
temas secuenciales la computabilidad se entiende a través de la te-
sis de Church-Turing, en los sistemas distribuidos cuyos componentes
pueden fallar, en los que el cómputo requiere de coordinación entre
participantes, los aspectos de computabilidad adquieren una faceta dis-
tinta. Aqúı también hay muchos problemas que no son computables;
no obstante, estos ĺımites a la computabilidad reflejan la dificultad de
tomar decisiones frente a la imposibilidad de conocer el estado glo-
bal del sistema, y en realidad tienen muy poco que ver con la capa-
cidad computacional inherente de cada uno de los participantes (que
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son procesos secuenciales). Más aun, los argumentos de imposibilidad
de cómputo distribuido tienen que ver con argumentos geométricos, de
tipo topológico, en contraste con los argumentos de imposibilidad de
cómputo secuencial, que tienen que ver con argumentos de conteo y
diagonalización.

Si los participantes se pudieran comunicar de manera confiable en-
tre śı, cada uno podŕıa ensamblar el estado completo del sistema y el
cómputo podŕıa seguir de manera secuencial. En efecto, los resultados
clásicos de computabilidad nos dicen que un modelo de cómputo parale-
lo puede resolver problemas más rápidamente que uno secuencial, pero
no puede resolver más problemas. Una máquina de Turing de k cintas
puede ser simulada por la usual de una cinta, e.g. [49]. Aśı mismo,
el modelo paralelo que fue el originalmente más estudiado, el PRAM,
e.g. [24] no tiene más poder de computabilidad que el secuencial, RAM,
y ambos son equivalentes en cuanto a los problemas que son compu-
tables, a una máquina de Turing. No obstante, en cualquier modelo rea-
lista de computación distribuida, cada participante conoce al inicio solo
una parte del estado global del sistema; las incertidumbres ocasionadas
por fallas, aśı como la incapacidad de predecir la velocidad de procesa-
miento y comunicación de los componentes del sistema, limitan a cada
participante, proporcionándoles una imagen incompleta del estado glo-
bal del sistema, que continúa más allá del inicio del cómputo. Algunos
libros de texto de computación distribuida son [7, 32, 41, 47, 50].

Problemas secuenciales y distribuidos. En computación secuen-
cial, el estudio de las funciones es una de las grandes preocupaciones.
Una máquina de Turing inicia con una sola entrada, computa por una
duración finita y se para con una sola salida. No cualquier función es
computada por una máquina de Turing; de hecho, desde el art́ıculo
original de Turing [51], se sabe que son mucho más las funciones no
computables que las computables: la cardinalidad del primer conjunto
es no numerable, mientras que la del segundo śı lo es.

En computación distribuida, el análogo de una función es llamado
tarea. En este caso, la entrada se divide entre los procesos: de manera
inicial, cada proceso conoce su propio valor de entrada, sin conocer los
demás valores. Cuando cada proceso computa, se comunica con los otros
y finalmente se para con su propio valor de salida. (Podemos pensar que
cada proceso tiene su propia cinta, que contiene una parte de la entrada
al inicio, sirve de almacenamiento, y finalmente contiene su salida). De
manera colectiva, los valores de salida individuales forman la salida de
la tarea. En la figura 1, para una tarea para tres procesos, se representa
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una entrada que tiene tres partes, la parte xi le toca al proceso pi, para
i = 1, 2, 3. La salida representada también tiene tres partes, el proceso
pi produce la salida yi. A diferencia de una función, la cuál de manera
determinista transporta un solo valor de entrada hacia un solo valor
de salida, las especificaciones de tareas interesantes son t́ıpicamente no
deterministas, a fin de dar cabida al no-determinismo introducido por
las fallas y la asincrońıa. En el ejemplo de la figura, para la entrada
x1, x2, x3, la salida y1, y2, y3 es válida, pero podŕıa ser que hubiera otras
salidas que también son válidas para esa entrada.

El ejemplo más importante de tarea es la del consenso. Cada pro-
ceso comienza con una entrada, que es cualquiera de los elementos de
un conjunto fijo de posibles valores de entrada. Cada proceso “sabe” su
valor de entrada, pero no el de los otros procesos. Cada proceso debe
producir como salida un valor, tal que todos los procesos producen el
mismo valor. Además, el valor decidido debe ser igual al valor de en-
trada de uno de los procesos. La tarea es no determinista: cuando los
procesos tienen dos valores diferentes de entrada, ambos son valores de
salida legales. En un sistema sin fallas, la solución es simple: cada pro-
ceso env́ıa su valor de entrada a todos, y espera a recibir los valores de
entrada de los demás procesos. Una vez que ya recolectó todos los va-
lores de entrada, produce como salida el menor de ellos. En un sistema
en el cual puede haber fallas de comunicación y asincrońıa, la situación
se vuelve interesante. Cuando dos procesos intentan recolectar los va-
lores de entrada de otros procesos, es posible que escuchen de distintos
grupos de procesos, debido a fallas, y no coincidan en el menor valor de
entrada. De hecho, se puede demostrar que cuando cada proceso corre
a distinta velocidad, impredecible, y los procesos pueden fallar, la tarea
del consenso no se puede resolver [17]. Uno de los objetivos de este
trabajo es explicar por que no se puede resolver la tarea de consenso
en algunos sistemas distribuidos y śı en otros, y más en general, pre-
sentar un panorama de la variedad de tareas que se han estudiado y su
computabilidad distribuida.

Modelos distribuidos. El objetivo de un modelo distribuido, tal y
como ocurre con la máquina de Turing, no es tratar de presentar todos
los detalles de la forma en la que funciona un sistema real. En lugar
de eso, al iniciar con una abstracción limpia y básica, podemos concen-
trarnos en las propiedades esenciales de la computación distribuida.

Un sistema distribuido es un conjunto de máquinas secuenciales lla-
madas procesos. No debemos suponer que cada proceso es una máquina
de Turing. Los ĺımites inherentes a la computabilidad distribuida no
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cambian, incluso si cada proceso fuese un autómata con un número in-
finito de estados, capaz de computar funciones no Turing-computables.
Un protocolo también llamado algoritmo distribuido consiste de una
colección de algoritmos secuenciales, uno para cada proceso. Cada al-
goritmo secuencial, además de las instrucciones usuales, incluye ins-
trucciones para comunicarse con otros procesos.

Un proceso puede fallar. Únicamente consideramos las fallas por
paro: El proceso con falla simplemente se detiene y no avanza. En otros
modelos que no estamos considerando en este trabajo, los procesos pue-
den presentar incluso fallas bizantinas [38], en las que pueden presentar
conductas arbitrarias, maliciosas. Supondremos que tenemos un mode-
lo en donde cada subconjunto del conjunto de procesos puede sufrir
una falla de paro en su ejecución. Es decir, cualquiera de los procesos
puede fallar, de forma independiente. En situaciones como esta, donde
cualquier número de procesos puede fallar, se dice que el modelo es sin
espera, ya que no tiene sentido que un proceso espere a recibir infor-
mación de otro, debido a que siempre es posible que el proceso falle y
la información nunca llegue. Como veremos, hay muchas tareas intere-
santes que se pueden resolver bajo estas condiciones, tan dif́ıciles. Los
algoritmos distribuidos sin espera, tienden a ser más complicados, pero
tienen la ventaja de que cada proceso corre a su máxima velocidad, la
cuál nunca es afectada por la velocidad de procesos lentos.

Existen muchos modelos de comunicación posibles para la compu-
tación distribuida. En este trabajo, suponemos que los procesos se co-
munican de la manera más sencilla, leyendo y escribiendo en una memo-
ria compartida. Otros modelos populares como el de paso de mensajes
o varios modelos de redes que limitan la conectividad directa de proce-
so a proceso, son equivalentes o menos poderosos que los de memoria
compartida. Elegimos el modelo de comunicación de memoria compar-
tida porque su sencillez hace resaltar las propiedades fundamentales
de la computación distribuida. De hecho, los sistemas modernos multi-
procesadores usualmente ofrecen algún tipo de abstracción de memoria
compartida (aunque nuestro modelo abstrae muchas detalles impor-
tantes de un modelo real). Por otro lado, se pueden obtener resultados
sobre otros modelos, que representan a sistemas reales que proveen de
objetos compartidos más poderosos que de lectura y escritura, a partir
de este modelo, mediante reducciones y simulaciones: [12, 29].

Existen varios modelos de temporización. En un modelo śıncrono
los procesos ejecutan sus operaciones a la misma duración; mientras
que en el modelo aśıncrono, las velocidades relativas de ejecución son
arbitrarias. Los modelos semi-śıncronos, donde existen cotas sobre estas
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velocidades, y sobre el tiempo de transmisión de los mensajes, es el más
realista. En este trabajo utilizamos el modelo aśıncrono, ya que es el
más fácil de analizar, y los resultados sirven de base para analizar los
otros modelos.

Es preciso hacer notar que las fallas y la asincrońıa interactúan entre
śı: si un proceso falla y no recibe un mensaje de otro proceso, puede
ser que el otro proceso haya fallado, o tal vez se deba a que el proceso
emisor es demasiado lento. Esta ambigüedad es la ráız de los problemas
de computabilidad en la computación distribuida.

En resumen, aunque existen muchos modelos de sistemas distri-
buidos, es posible presentar los resultados básicos de computabilidad
distribuida, utilizando un modelo canónico, llamado IWS. Este modelo
fundamental de cómputo distribuido consiste de un conjunto de pro-
cesos secuenciales, aśıncronos, de los cuales cualquier número puede
fallar (deteniéndose), y los cuales se comunican mediante operaciones
de lectura y escritura sobre una memoria compartida. El análisis se
simplifica si suponemos que el modelo es iterado [44], de manera que
la memoria esta organizada en filas, y los procesos pueden leer y es-
cribir una sola vez sobre cada fila, y en el mismo orden. Ver libros de
texto como [7, 32, 41], o art́ıculos como [6, 18, 31] para obtener más
información sobre este modelo y los modelos relacionados.

Propiedades del cómputo distribuido La teoŕıa de computación
distribuida estudia tareas, que pueden ser computables incluso en pre-
sencia de fallas y retrasos en la comunicación. Los modelos que consi-
dera producen una estructura matemática rica, relacionada intŕınseca-
mente con las nociones de topoloǵıa combinatoria. De manera espećıfi-
ca:

1. Hay problemas sencillos, computables secuencialmente que no son
computables por un sistema distribuido incluso en presencia de
una sola falla. Por ejemplo, resolver la tarea de consenso resulta
trivial si no hay fallas; sin embargo es imposible de resolver si un
proceso puede fallar.

2. La pregunta de si una tarea es computable por dos procesos, pue-
de reducirse a un problema de conectividad en gráficas y por lo
tanto es decidible [8, 17]. Esta situación es similar a lo que ocurre
cuando en un sistema de varios procesos puede fallar solamente
uno (cualquiera de ellos, pero solo uno).

3. Sin embargo, la pregunta de si una tarea es computable en presen-
cia de cualquier número de fallas, se tiene que ver con la pregun-
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ta de si una estructura geométrica asociada, llamada complejo
simplicial tiene “agujeros” de cierta dimensión; en este caso el
problema es indecidible [22, 33].

4. Finalmente, de manera similar a los oráculos de la computabili-
dad clásica, existen tareas que son computables solo cuando se
da acceso a un oráculo distribuido para otras tareas, llevando a
jerarqúıas de tareas infinitas, e.g. [18, 26, 39].

En este trabajo solamente se describe el resultado fundamental de
computabilidad distribuida, que caracteriza las tareas que tienen solu-
ción en el modelo IWS, como un problema de topoloǵıa. Sin embargo,
las ideas presentadas son la base para obtener otros resultados, como
los arriba enumerados.

Organización. El resto de este art́ıculo está organizado de la siguien-
te manera: La sección 2 describe nociones básicas, de notación y de
modelos de cómputo distribuido. La sección 3, introduce la noción de
tarea, la unidad básica de la computación concurrente. El modelo IWS,
simple, y a la vez fundamental en el sentido de que incluye las propieda-
des comunes a otros modelos, se describe en la sección 4. La sección 5
introduce conceptos de la topoloǵıa combinatoria que revelan el po-
der de cómputo del modelo fundamental. Se concluye el trabajo en la
sección 6.

2. Fundamentos

Consideramos n + 1 procesos secuenciales, denotados por p0, . . . , pn,
que se comunican por medio de una memoria compartida que provee
de operaciones de lectura y escritura. Cada una de las ubicaciones en la
memoria, también llamadas registros atómicos [37], son escritas por un
solo proceso y son léıdas por todos los procesos. Los procesos pueden
fallar por paro: el proceso se detiene y no ejecuta ningún paso más. Un
proceso sin falla es aquél donde no hay paro. Si el proceso entra en paro
antes de ejecutar algún paso, decimos que no participa en la ejecución.
Un protocolo define un programa secuencial para cada proceso, en el
que cada uno inicia con una entrada privada, se comunica de manera
repetida con los demás y se detiene con una salida. Un protocolo es
sin espera si todos los procesos sin falla terminan en un número de
operaciones que es independiente de las velocidades relativas o fallas
de los procesos [25]. En la sección 4 se define en más detalle el modelo
que utilizaremos.
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Figura 1: Función f vs. tarea T para tres procesos p1, p2, p3.

Como ya se discutió en la Introducción, se utiliza este modelo por
que es básicamente equivalente a otros modelos comunes, por ejemplo,
en los cuales la comunicación es mediante mensajes, en lugar de me-
diante una memoria compartida. También, otros modelos más podero-
sos (con menos posibilidad de fallas o mecanismos de comunicación más
fuertes), se pueden analizar mediante reducciones a nuestro modelo.

Aun cuando los procesos pueden fallar, suponemos que la memoria
es confiable. En otros trabajos [23, 47] se han considerado modelos
en los que es necesario construir una memoria confiable a partir de
componentes poco confiables.

El problema básico de la computación distribuida es llamado tarea,
y cumple con el mismo papel que una función en la computación se-
cuencial. En una tarea T , se le asigna de manera inicial a cada uno
de los n + 1 procesos un valor de entrada y cada uno de los procesos
(que no falle) debe elegir un valor de salida, de manera irrevocable.
La especificación de la tarea determina cuales salidas están permitidas
para cada entrada. Al inicio, cada proceso desconoce los valores de en-
trada de los demás. Nuestra definición formal de tarea se presenta en
la sección 3, utilizando las siguientes nociones elementales tomadas de
topoloǵıa, que se definen en [36] en un contexto matemático, y también
en [6, 18, 31] donde se usan en un contexto de computación distribuida.

Consideremos una ejecución en la que cada proceso pi tenga un va-
lor de entrada xi. Podemos definir al estado inicial de cada proceso
mediante una pareja, (pi, xi), a la que llamaremos vértice. Si solo los
procesos pi0 , . . . , pik participan en una ejecución, entonces el estado ini-
cial del sistema es caracterizado por el conjunto de parejas iniciales de
los procesos de participación:

s = {(pi0 , xi0), . . . , (pik , xik)}.

A este conjunto de parejas lo llamamos simplejo. (Notar que los valores
iniciales asignados a los procesos no participantes son irrelevantes, ya
que no tienen efecto en los valores elegidos por los procesos participan-
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tes). Denotamos nombres(s) al conjunto de procesos en s, y vistas(s)
al conjunto de sus valores. El estado local de un proceso en un mo-
mento dado define lo que éste “ve” de la ejecución. Observar que si s
es un simplejo que representa el inicio de una ejecución, también lo es
cualquier s′ ⊆ s, ya que s′ describe el inicio de una ejecución en donde
participan menos procesos. Un complejo simplicial (o complejo) es aquel
donde K es un conjunto de simplejos cerrados bajo inclusión: Si s ∈ K
y s′ ⊆ s, entonces s′ ∈ K. El conjunto de todos los posibles valores de
entrada asignados a una tarea, forman un complejo. En computación
distribuida, cada vértice v de un simplejo es etiquetado con un proceso
distinto pi. Decimos que un complejo formado por tales simplejos, es
coloreado con esos nombres de proceso.

La dimensión de un simplejo s es |s| − 1, uno menos que el tamaño
del conjunto. La dimensión de un complejo es la mayor dimensión de
cualquiera de sus simplejos; y un complejo es puro si todos los simplejos
maximales en ese complejo tienen la misma dimensión. Un simplejo de
dimensión d es llamado d-simplejo, y lo mismo ocurre con los complejos.
Un simplejo de dimensión 1 es llamado arista, de dimensión dos es
llamado triángulo, y de dimensión tres es un tetraedro. Un complejo
simplicial que solo contiene vértices y aristas, es llamado gráfica.

La subdivisión de un complejo A geométrico se logra al “dividir” los
simplejos de A en simplejos más pequeños. Ver figura 2.

Un mapeo simplicial de un complejo K a uno L es una función de
los vértices de K a los de L que preserva simplejos. Si además preserva
nombres, se dice que el mapeo simplicial es cromático. Notemos que en
el caso de que los complejos sean puros de dimensión 1, es decir, gráficas,
el mapeo simplicial es un homomorfismo que permite mapear aristas en
aristas o en vértices, y en caso de ser cromático, debe mapear aristas en
aristas. La importancia de los mapeos simpliciales en topoloǵıa y en la
teoŕıa de computación distribuida, radica en que son versiones discretas
de funciones continuas. Por ejemplo, si K representa una gráfica conexa,
entonces la imagen de K bajo un mapeo simplicial es conexa.

3. Tareas

Formalmente, una tarea T para (n + 1) procesos es definida por una
tripleta, T = (I,O,∆), donde I es un complejo puro n-dimensional que
define las asignaciones de valor de entrada posibles: Si {(pi0 , xi1), . . . ,
(pik , xik)} es un simplejo de I, entonces es posible que la ejecución
inicie con cada pij con valor asignado de entrada xij , para 0 ≤ j ≤ k.
De manera similar, O es un complejo puro n-dimensional que define las
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Figura 2: complejo (arriba) y complejo subdividido (abajo).

opciones posibles de los valores de salida: Si {(pi1 , yi1), . . . , (pik , yik)}
es un simplejo de O, entonces es posible que una ejecución termine
con cada pij , habiendo elegido el valor de salida yij , para 0 ≤ j ≤ k.
Finalmente, ∆ es un mapeo que asigna cada simplejo de entrada s en I
un subcomplejo ∆(s) ⊆ O, con la siguiente interpretación: si el sistema
inicia en el estado s ∈ I, entonces, cada ejecución deberá terminar en
algún estado t ∈ ∆(s). Por ejemplo, en la figura 1, se representa el
simplejo de entrada {(p1, x1), (p2, x2), (p3, x3)}, y el simplejo de salida
{(p1, y1), (p2, y2), (p3, y3)}.

El mapeo ∆ debe satisfacer las siguientes propiedades formales. Ca-
da proceso que termina en una ejecución debe haber iniciado; por lo que
∆ debe preservar el color: para cada t ∈ ∆(s), names(t) ⊆ names(s).
Considerar una ejecución en la que los procesos en s ∈ I participan,
pero un subconjunto s′ ⊂ s termina antes de que el resto inicie. Los
procesos que inician tarde deberán elegir valores compatibles con los va-
lores ya elegidos por los procesos que empiezan antes. Esto se expresa
en el siguiente requisito de mapeo de transporte:

si s′ ⊆ s, entonces ∆(s′) ⊆ ∆(s).

Un protocolo resuelve la tarea (I,O,∆) si para cada simplejo de en-
trada s ∈ I, y cada ejecución del protocolo iniciando a partir de s,
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Figura 3: Tarea de acuerdo aproximado para dos procesos y ε = 1/2.

cada proceso sin falla elige un valor de salida y el simplejo de salida es
definido por esas elecciones.

3.1. Algunas tareas

La tarea de ε-acuerdo aproximado [16] ha jugado un papel central en
la computación distribuida. Desde el lado práctico, permite resolver el
problema de consenso con una aproximación arbitrariamente buena,
mientras la solución perfecta no existe (ver sección 5.2). Desde el lado
teórico, el acuerdo aproximado permite probar (uno de los dos sentidos)
el teorema 5.1 de caracterización de la computabilidad distribuida.

En el caso binario, la tarea de acuerdo aproximado se define de la
manera siguiente. Cada proceso inicia con un valor de {0, 1}. Los pro-
cesos deben decidir valores que se encuentren a distancia a lo más ε,
ε > 0, uno del otro y si todos empiezan con el mismo valor, deben
decidir dicho valor. Consideremos el caso donde ε = 1

2x
, para un entero

x > 0. La figura 3 (de [18]) ejemplifica la tarea de acuerdo aproximado
binario [16] para dos procesos, donde ε = 1/2. El conjunto de posibles
valores de entrada es {0, 1}. Un vértice (pi, j), i, j ∈ {0, 1}, es repre-
sentado en la figura como un ćırculo, blanco para p0 y negro para p1,
etiquetado con el valor j. El complejo de entrada está del lado izquierdo
y el complejo de salida está a la derecha. Cada valor de entrada es 0
ó 1. Si ambos inician con el mismo valor, deberán decidir ese valor. En
la figura, el requisito corresponde a un arista etiquetada con b ó d. Las
dos aristas en las que inician los procesos con distintos valores, tienen
la etiqueta a. En este caso, ∆ permite que el proceso decida cuál utili-
zar

{
0, 1

2
, 1
}

, siempre y cuando las diferencias en los valores decididos
sean a lo más 1/2. En particular ∆ de un arista etiquetada a incluye
cualquier salida etiquetada con a. Las ejecuciones en las que solo par-
ticipa un proceso, son capturadas por la definición ∆(pi, j) = (pi, j),
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Figura 4: Complejo de entrada binaria para 3 procesos.
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Figura 5: Tarea de consenso para dos procesos.

para i, j ∈ {0, 1}.
El complejo de entrada para tres procesos, aparece ilustrado en la

figura 4. Cada simplejo de entrada para 3 procesos corresponde a un
triángulo, en el que los procesos inician con 0 ó 1. La tarea del acuerdo
aproximado tiene un protocolo sin espera, para cualquier ε > 0, como
se describe en la sección 4.3.

Aun cuando los procesos pueden acordar sobre valores arbitraria-
mente cercanos, con un protocolo sin espera no pueden llegar a alcanzar
un acuerdo perfecto. Cuando ε es cero, el problema se llama consenso
(figura 5) y en este modelo no existe un protocolo sin espera [17, 40]. La
tarea del consenso puede relajarse, para obtener la tarea k-acuerdo, en
donde cada proceso elige un valor de entrada, pero se pueden elegir tan-
tos valores distintos como k [15]. Esta tarea puede resolverse si y solo si
el número de procesos que pueden fallar es menor a k [10, 31, 48]. En
particular, el consenso, que es el 1-acuerdo tiene protocolo solo cuando
ningún proceso puede fallar.

Las tareas que preservan localidad [18] tienen una naturaleza di-
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Figura 6: Una tarea de cubrimiento doble para dos procesos.

ferente. Se sabe que en nuestro modelo no tienen protocolos sin espe-
ra [31]. La figura 6 muestra un ejemplo con dos procesos. Los procesos
inician con entradas binarias. Del lado izquierdo de la figura, la especi-
ficación de la tarea dice que si ambos inician con el mismo valor, deben
decidir el mismo valor: Si empiezan con 0, es preciso decidir 0 ó 2; si
inician con 1, deben decidir 1 ó 3. Si inician con diferentes valores, las
salidas válidas están definidas en la figura, mediante etiquetas de arista
b ó d. La relación ∆ también define las salidas posibles cuando solo
un proceso opera: por ejemplo, cuando el proceso blanco inicia con 0,
puede decidir 0 ó 2; mientras que si el proceso inicia con 1, puede deci-
dir 1 ó 3. Noten que O, un ciclo de longitud 8, localmente se ve como
I, un ciclo de longitud 4, en el sentido de que la 1-vecindad de cada
vértice v en I es igual a la 1-vecindad del vértice correspondiente en
∆(v). El lado derecho de la figura muestra como cubre I, envolviéndolo
2 veces; donde p identifica las aristas con la misma etiqueta. De manera
informal, O cubre I; es decir que hay un mapeo p de O a I, tal que
por cada vértice v en I, si consideramos los vértices wi con p(wi) = v,
las vecindades alrededor de cada wi se ven idénticas a la vecindad alre-
dedor de w. En efecto, el análisis de la computabilidad distribuida de
estas tareas esta ı́ntimamente relacionado con un tema importante de
topoloǵıa: espacios de cubrimientos.

Otras tareas incluyen acuerdos de ciclo [26] (ver la siguiente des-
cripción), consenso simultáneo [2], tareas que preservan localidad [18],
renombrarado (renaming) [3] (ver [13] para una introducción), rom-
pimiento de simetŕıa débil [31, 21]; tareas de rompimiento de simetŕıa
generalizada [34] (una familia de tareas que incluye renombrado y rom-
pimiento de simetŕıa débil) .
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0
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00

Figura 7: Complejo de salida para dos procesos de la tarea de rompi-
miento de simetŕıa débil.

Algunas tareas inducen jerarqúıas, en donde tareas son computables
únicamente cuando se les da acceso a un oráculo distribuido para otras
tareas: tareas de preservación de localidad [18] y de acuerdo de ci-
clos [26, 39].

3.2. Tareas coloreadas vs. tareas incoloras

Muchas de las tareas estudiadas anteriormente, tales como el consenso,
el k-acuerdo, el acuerdo aproximado y el acuerdo de ciclo son incoloras
en el sentido de que pueden ser definidas solo en términos de conjuntos
de posibles valores de entrada y de salida, sin tener que especificar cuál
proceso tiene que valor asignado como entrada o como salida. En una
tarea incolora, un proceso puede adoptar el valor de entrada o de salida
de otro proceso, sin violar la especificación de la tarea.

Un ejemplo de una tarea que no es incolora, es la famosa tarea de
renombrado [3]. En esta tarea, los procesos inician con nombres únicos
tomados de un espacio de nombres grande y deben decidir nombres
únicos tomados de un espacio de nombre más pequeño. En este caso, un
proceso no puede adoptar el nombre de salida de otro proceso, porque
los nombres de salida tal vez no seŕıan únicos. Se puede decir algo
similar de una tarea de rompimiento de simetŕıa débil, la cual requiere
que si todos los procesos participan, al menos uno decida 0 y al menos
uno decida 1.

La figura 7 muestra el complejo de salida para tres procesos de rom-
pimiento de simetŕıa (el triángulo blanco es prohibido, ya que ah́ı todos
los procesos eligen el mismo valor de salida).

Una tarea incolora (Ĩ, Õ, ∆̃) se define en términos de un complejo
en el cual los vértices no están coloreados con nombres de procesos
y cuyos simplejos pueden ser de cualquier dimensión, sin relación con
el número de procesos. En realidad, una tarea incolora espećıfica una
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Figura 8: Dos tareas de ε-acuerdo incoloro para dos procesos y ε =
1/2, 1/3.

familia de tareas, una para cada número de procesos n > 1.

Definición 1. Una tarea incolora T̃ es una tripleta (Ĩ, Õ, ∆̃) donde Ĩ
y Õ son complejos y ∆̃ es un mapeo de transporte de Ĩ a Õ.

Cada vértice de Ĩ y Õ es solo un valor (no incluye un nombre
de proceso), el valor de la pareja se asignará igual que se asigna en
el caso que la tarea śı tiene color. Debido a que ∆̃ es el mapeo de
transporte (como se define al inicio de la sección 3), ∆̃(s̃′) ⊆ ∆̃(s̃) por
cada s̃′, s̃ ∈ Ĩ, de tal forma que s̃′ ⊆ s̃.

Si s̃ es un simplejo de Ĩ, entonces hay un estado inicial del sistema
en donde s es el conjunto de valores de entrada. Simétricamente, un
conjunto de valores de salida es un simplejo en Õ si hay un estado de
sistema final en donde t̃ es el conjunto de los valores de salida. A nivel
operativo, los procesos son asignados vértices de manera inicial (no
necesariamente distintos) de un simplejo s̃ en Ĩ, y se detienen después
de elegir vértices (no necesariamente distintos) de un simplejo t̃ en Õ,
donde t̃ ∈ ∆̃(s̃).

Formalmente, por cada n, una tarea incolora T̃ = (Ĩ, Õ, ∆̃) induce
una tarea T = (I,O,∆) para n procesos, de la manera siguiente. Un
simplejo de entrada s está en I si los nombres en s son distintos y el
conjunto de valores de s forma un simplejo s̃ ∈ Ĩ. De manera similar,
para un simplejo de salida t en O, t̃ ∈ Õ con Õ ∈ ∆(s̃). Decimos que
s̃ se obtiene de s proyectando los nombres. Ahora, t ∈ ∆(s) si (s, t) es
una pareja entrada-salida y hay proyecciones s̃, t̃, con t̃ ∈ ∆̃(s̃).

La tarea de acuerdo aproximado con ε = 1/2 de la figura 3 está re-
presentada de manera más sucinta como una tarea incolora. En la figu-
ra 8, también se ejemplifica el caso ε = 1/3. Notemos que se implican
las tareas para un cierto número de procesos. Es decir, los procesos
inician con un valor de entrada 0 ó 1. Si todos empiezan con el mismo
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Figura 9: Tarea 2-Acuerdo.

valor, todos decidirán el mismo valor. De otra manera, todos decidirán
valores a lo más ε de cada uno: valores que forman un simplejo de salida
(un vértice o un arista en el complejo de salida).

Una tarea 2-acuerdo se representa de manera sucinta en como tarea
incolora en la figura 9.

Cualquier número de procesos, inicia con valores del conjunto {0, 1,
2} y se deciden los valores del mismo conjunto. Los valores decididos
deben pertenecer a los valores propuestos en la ejecución. A lo más
dos valores diferentes pueden decidirse. Por lo tanto, el complejo de
entrada es inducido por un triángulo de incoloro sólido, mientras que el
complejo de salida es inducido por un triángulo incoloro sin el interior.
De manera formal ∆̃ se define aśı:

Si s̃ = {v} entonces ∆̃(s̃) = {v};
Si s̃ = {u, v} entonces ∆̃(s̃) = {{u, v}, {u}, {v}};
Si s̃ = {u, v, w} entonces ∆̃(s̃) = {{u, v}, {u,w}, {v, w}, {u}, {v},
{w}}.

Intuitivamente, es más fácil resolver una tarea incolora, ya que el
protocolo puede ser anónimo. Debido a que la tarea es definida por los
posibles conjuntos de valores de entrada y salida sin especificar nom-
bres de procesos, un proceso resolviendo una tarea incolora no tendŕıa
necesidad de utilizar su identidad.

3.3. Tareas incoloras como problemas de
convergencia

Podemos pensar en una tarea incolora (Ĩ, Õ, ∆̃) como la especificación
de un problema de convergencia de robots o agentes. Los procesos jue-
gan el papel de los robots, el complejo Õ juega el papel del espacio
donde navegan los robots. Estos deben “reunirse” en puntos que se en-
cuentren cerca uno de los otros, es decir, en vértices de un simplejo de
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Figura 10: Una tarea de acuerdo de ciclo.

Õ. Los simplejos tienen la función de representar puntos cercanos en el
espacio Õ donde se mueven los robots.

Por ejemplo, consideremos la siguiente tarea de acuerdo de ciclo
[26], que muestra la figura 10. Un ciclo de aristas K = ~k0, . . . ~kk es una

secuencia de vértices, de forma tal que ~ki y ~ki+1 forman una arista de
K, y todos los vértices son distintos, excepto ~k0 = ~kk, donde K es un
complejo simplicial de 2-dimensión finito (sin color); K un ciclo simple
de K, y k0, k1, k2 tres vértices distinguidos en K. Para i, j, y k, distintos
permitiremos que Kij sea una sub-trayectoria de K uniendo a ki con
kj, sin pasar por kk. Cada uno de los n + 1 procesos tiene un valor de
entrada en {0, 1, 2}. Para cada simplejo de entrada s, se define ∆(s) de
la siguiente manera:

vals(s) ∆(s),

{i} Todos deciden ~ki,
{i, j} Vértices abarcan simplejos en Kij,
{0, 1, 2} Vértices abarcan simplejos en K.

En otras palabras, los procesos convergen en un simplejo de K. Si
todos los procesos tienen el mismo valor de entrada, convergen en el
vértice correspondiente. Si solo tienen dos vértices de entrada distintos,
convergen en algún simplejo que se encuentre en la trayectoria que
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conecta los vértices correspondientes. Finalmente, si los procesos tienen
tres vértices de entrada, todos convergen en cualquier simplejo de K.

Por ejemplo, el 2-acuerdo es especificado por la tarea de ciclo cuando
K consiste en los tres lados del triángulo con los vértices k0, k1, k2, y
está “hueco”, es decir, sin simplejos de 2-dimensiones. En esta versión
del acuerdo, los procesos deciden sobre dos de los valores k0, k1, k2, como
máximo.

4. El modelo iterado de lectura/escritura

Con frecuencia es conveniente estructurar los cómputos aśıncronos en
ejecuciones basadas en rondas [14, 30, 43]. En cada ronda, los procesos
se comunican a través de una memoria compartida que solo a la cual
pueden acceder en esa ronda. En el caso más sencillo, la memoria com-
partida para cada ronda consiste en un arreglo de registros, cada uno
de los cuales puede ser escrito por un sólo proceso, y léıdo por todos. En
cada ronda, cada proceso escribe en su registro y lee uno por uno todos
los registros. La restricción de que cada memoria se puede acceder en
una sola ronda induce modelos iterados.

Se puede obtener un modelo iterado más estructurado si la memoria
compartida en cada ronda se puede leer mediante una sola operación,
que devuelve una fotograf́ıa instantánea del contenido de la memoria. A
esta operación se le llama lectura instantánea. En esta sección se define
el modelo de cómputo distribuido con el que trabajaremos en el resto
del art́ıculo, y se denotará como modelo IWS (de su nombre en inglés,
iterated write-snapshot).

4.1. La abstracción de lectura instantánea

Un objeto de lectura instantánea proporciona al programador una abs-
tracción de memoria compartida de alto nivel, pero no ofrece ninguna
capacidad adicional computacional [1].

Una lectura instantánea transforma un arreglo X de registros en la
memoria que se pueden leer o escribir de manera individual, con una
entrada por proceso, en un arreglo que proporciona una operación adi-
cional: X.snapshot(). La operación X.snapshot() regresa el valor actual
de todo el arreglo X. Las implementaciones más eficientes de lectura
instantánea sin espera tienen una complejidad de tiempo O(n log n) [5].
Construcciones para el caso de lectura instantánea parcial se han pro-
puesto en [4, 35].
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4.2. El modelo iterado con lectura instantánea
(IWS)

Un objeto de lectura instantánea (que se puede accesar una sola vez) [9]
es un arreglo WS [0..n], inicializado en [⊥, . . . ,⊥], al cual se puede te-
ner acceso mediante una sola operación write snapshot() que cada pro-
ceso invoca una sola vez. Intuitivamente, cuando un proceso pi invoca
write snapshot(v), es como si de manera instantánea ejecuta una opera-
ción de escribir WS [i] ← v, seguida de una operación WS .snapshot().
Si se ejecutan varias operaciones WS .write snapshot() de manera si-
multánea, sus escrituras correspondientes serán ejecutadas de manera
concurrente y sus lecturas instantáneas correspondientes también serán
ejecutadas de manera concurrente. Cada lectura instantánea concurren-
te ve los valores escritos de manera concurrente.

Una operación write snapshot() invocada por pi se comporta de la
siguiente manera. Sea vi es el valor escrito por pi, y smi el valor (o vista
-view) que pi recibe de la operación. Una vista smi es un conjunto de
parejas (k, vk), donde vk corresponde al valor de la entrada de pk en
el arreglo. Si WS [k] = ⊥, la pareja (k,⊥) no está en smi. Asimismo,
suponemos que smi = ⊥, si pi nunca invoca WS .write snapshot(). Cada
invocación de WS .write snapshot() hecha por un proceso que no falla,
regresa con un valor.

Definición 2. Un objeto write snapshot es un objeto cuya única opera-
ción write snapshot() es tal que si un proceso invoca write snapshot(vi),
obtiene un smi que satisface las siguientes propiedades:

Auto-inclusión. ∀ i : (i, vi) ∈ smi.

Contención. ∀ i, j : smi ⊆ smj ∨ smj ⊆ smi.

Inmediación. ∀ i, j : [(i, vi) ∈ smj ∧ (j, vj) ∈ smi] ⇒ (smi =
smj).

La propiedad de auto-inclusión establece que un proceso ve lo que
escribe, mientras que las propiedades de contención estipulan que las
vistas obtenidas por los procesos pueden ser ordenadas. Finalmente, la
propiedad de inmediación estipula que si dos procesos “se ven entre śı”,
obtienen la misma vista, cuyo tamaño de la cual corresponde al grado
de concurrencia de las invocaciones correspondientes write snapshot()
y extiende los snapshots a snapshots inmediatos, también llamados
ejecuciones en bloque [10, 48]. (Las implementaciones están descritas
en [9, 13, 47].)
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El modelo que se denota IWS, está formado de un número
sin ĺımite de objetos write snapshot. Estos objetos, denotados como
WS [1],WS [2], . . ., son accedidos de manera secuencial y asincrońıa por
cada proceso, de acuerdo con el patrón basado en rondas de la figura 11.

vi ← input; ri ← 0;
loop forever ri ← ri + 1;

smi ←WS [ri ].write snapshot(vi);
vi ← smi;

end loop.

Figura 11: Protocolo genérico para el modelo iterado

Al inicio, pi almacena su entrada en su variable local vi. En ca-
da ronda ri, pi escribe su valor actual vi en el objeto write snapshot
ri, almacenando el resultado en smi. Éste es el valor vi (llamado su
vista) que escribirá la siguiente iteración. Por lo tanto, el proceso es-
cribe todo lo “que conoce” en cada iteración. Esto es debido a que
estamos interesados en resultados de computabilidad. Si la eficiencia
es una preocupación, pi podŕıa escribir en la siguiente ronda un valor
computado a partir de smi.

Resolviendo tareas. Para resolver una tarea T = (I,O,∆) en el
modelo IWS, dividimos el protocolo en dos partes. En la primera par-
te, cada proceso escribe repetitivamente su vista en una memoria com-
partida y después construye una nueva vista al leer la memoria, como
ocurre con el protocolo genérico. Esta parte es genérica, en el sentido
de que podŕıa ser parte de cualquier protocolo para cualquier tarea. En
la segunda parte, cada proceso decide cuántas iteraciones ejecutar y
después aplica un mapeo de decisión espećıfico a cada tarea, a su vista
final, para determinar su valor de decisión (irrevocable). El número de
iteraciones y el mapeo de decisión dependen de la tarea que se esté re-
solviendo. Para una tarea T , las vistas iniciales de los procesos forman
un simplejo de entrada s ∈ I, y los valores de decisión forman un
simplejo de salida t, tal que t ∈ ∆(s).

Se ha demostrado que el modelo IWS es equivalente al modelo usual
de lectura/escritura, en el cual no se restringe a los protocolos a acce-
der sólo una vez a cada parte de la memoria compartida [11, 19]. El
atractivo del modelo IWS surge de que sus ejecuciones tienen una es-
tructura recursiva elegante: la estructura global después de r+1 rondas
se obtiene de la estructura del global después de r rondas. Esto facilita
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operation approx Agreement(x, v):
(01) pairsi ← SM .write snapshot(x, v) ;
(02) if (x = 0)
(03) then outi ← v
(04) else outi ← approx Agreement(x− 1,mid(pairsi))
(05) end if;
(06) return(outi).

Figura 12: Protocolo recursivo de acuerdo aproximado (código para pi)

el análisis de cómputos aśıncronos sin espera para probar resultados
de imposibilidad [28, 27]. La naturaleza recursiva del modelo también
facilita el diseño y el análisis de protocolos [13, 20].

4.3. Programación en el modelo iterado y
recursión distribuida

Presentamos en esta sección un ejemplo de cómo se resuelve un tarea
en el modelo IWS. Elegimos la tarea de acuerdo aproximado, que ya
hemos utilizado a lo largo del trabajo.

La figura 12 muestra un protocolo que resuelve la tarea de acuerdo
aproximado. Este protocolo es recursivo, en el modelo IWS. La idea
del protocolo es sencilla. En cada iteración ocurre lo siguiente: Los
procesos proponen a lo más dos valores distintos y deciden valores, de
tal forma que la diferencia entre ambos se divide entre dos. Por lo tanto,
si los procesos inician con valores de entrada en {0, 1}, después de x
iteraciones, x ≥ 0, los procesos decidirán valores que estén a lo más
separados uno del otro en 1/2x.

Los procesos se comunican sus valores v, mediante una operación de
lectura instantánea. El proceso pi almacena el resultado de una lectura
instantánea en su variable local pairsi. Consideremos la iteración x. En
donde si x = 0 no se hace nada y la salida de cada proceso es igual
a su entrada. Supongamos x ≥ 1. El proceso pi ve dos valores de pro-
cesos pairsi; los llamaremos p1, p2 (no son necesariamente diferentes).
Después, pi invoca recursivamente al protocolo, con x− 1, y el valor v
igual a (v1 + v2)/2. Solo existen dos posibilidades: o todos ven ambos
valores, o algunos ven un valor, digamos v1, y los otros ven ambos. Al
menos el último proceso en realizar la lectura instantánea ve ambos.
Es imposible que algunos procesos vean solo un valor y otros procesos
vean solo el otro valor, debido a la operación snapshot. Por lo tanto,
en la invocación recursiva se tendrán a lo más dos valores diferentes y
estarán separados entre śı por la mitad de los valores originales.
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La complejidad del protocolo en pasos es x veces la complejidad de
la operación de lectura instantánea.

5. Computabilidad distribuida

Hemos definido los problemas que nos interesa resolver, tareas, y hemos
definido el modelo de cómputo, IWS, en el cual nos interesa resolver
los problemas. Ahora nos interesa saber cuáles tareas tienen solución y
cuáles no, en el modelo IWS.

5.1. El complejo del protocolo y su estructura
recursiva

Consideremos el protocolo genérico de la figura 11, y las posibles vistas
vi, de cada iteración, r, r ≥ 0. La vista vi de pi en r es denotada viewr

i .
El caracterizar las posibles vistas da como resultado una caracterización
de las tareas que pueden ser computadas en el modelo IWS.

Supongamos que se utiliza el protocolo genérico para resolver una
tarea T definida por el triplete (I,O,∆). Recordemos que cada simplejo
de entrada I en I, es un conjunto de pares

I = {(pi, xi)}

para algunos subconjuntos de los procesos, {pi}, cada uno con un valor
de entrada xi. Por lo tanto, cada simplejo de entrada corresponde a un
conjunto posible de vistas iniciales, en donde view0

i = xi. El conjunto
de todas las vistas iniciales posibles es por lo tanto igual al complejo
de entrada I.

En general, el conjunto de vistas en la ronda r, siempre es un com-
plejo, Kr, llamado el complejo del protocolo, porque si s es un conjunto
de vistas de algunos procesos en ronda r, entonces cualquier subconjun-
to de s también es un conjunto de vistas en r. De manera más precisa,
un simplejo s ∈ Kr consiste en un conjunto de parejas {(pi, vi)}, que
corresponden a un subconjunto de los procesos, aśı como una ejecu-
ción del protocolo genérico, en donde cada vi es una vista que pi puede
obtener en la iteración r de la ejecución.

¿Cuál es el complejo de vistas en la ronda r = 1? Está definido
por las propiedades de la definición 2: Auto-inclusión, Contención, e In-
mediación. Todas las vistas posibles en la primera ronda forman una
subdivisión del simplejo de entrada. En la figura 13 se muestra el caso
en el que I es el complejo de entrada binaria del consenso o del acuerdo
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Figura 13: Tarea de acuerdo aproximado para dos procesos. El complejo
de protocolo después de una ronda se encuentra en la parte superior
(vistas del lado izquierdo, decisiones del lado derecho).

aproximado. Cada vértice de un proceso pi está etiquetado con su vista
vi. Es preciso notar que los 4 vértices de las esquinas del cuadrado co-
rresponden a las ejecuciones en las que un proceso solo se ve a śı mismo.
Los otros vértices corresponden a las vistas en las que un proceso ve
tanto su propio valor, como el valor de los otros procesos.

El protocolo corresponde a un mapeo de transporte P que manda
cada simplejo del complejo de entrada a un subcomplejo del complejo
del protocolo. Cada vértice de I es enviado al vértice que representa
la ejecución en la que participa únicamente ese proceso. En general, P
manda cada simplejo de I al subcomplejo de todas las posibles ejecu-
ciones, iniciando con esas entradas, en la que sólo los correspondientes
procesos participan.

Estructura Recursiva. El modelo iterado tiene la ventaja de que
cada ronda es independiente de rondas anteriores. Las salidas de la
ronda r son las entradas para la ronda r+1. Esta es la razón por la que
es posible razonar de manera recursiva en este modelo, y el complejo
en la ronda r + 1 se obtiene al reemplazar cada simplejo por el mismo
complejo.

En el caso de dos procesos, consideremos la figura 13. Cada arista en
el complejo de entrada (complejo en la ronda 0) es reemplazada por una
trayectoria de tres aristas en el complejo en la ronda 1. Notemos que
siempre que haya un vértice contenido en dos aristas, en la ronda 1, se
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presenta la situación en la que el proceso que corresponde a ese vértice
no distingue entre dos ejecuciones, las cuales están representadas por
los dos aristas.

En general, el complejo en la ronda r + 1 se obtiene al reempla-
zar cada arista del complejo en la ronda r por una trayectoria de tres
aristas en el complejo en la ronda r. Pensemos en el protocolo como si
“estiráramos” cada arista de entrada hacia una trayectoria, al insertar
nuevos vértices entre los puntos finales. El caso de los tres procesos,
representada en la figura 14, se explica a continuación.

Pensemos en el mapeo de decisión transportando esta trayectoria es-
tirada a la trayectoria correspondiente en la gráfica de salida, de manera
que respete ∆. Esta idea se utiliza para probar el siguiente resultado,
acerca de la preservación de conexidad de ronda a ronda. Nos referimos
a conexidad en el sentido de gráficas. Es decir, decimos que un complejo
es conexo si la gráfica formada por sus vértices y sus aristas es conexa.

Lema 5.1. Sea r cualquier ronda. Si el complejo de entrada I (= K0)
para el protocolo iterado es conexo, entonces el complejo de protocolo,
Kr, formado por las vistas en la ronda r, también es conexo.

Este lema es un caso especial de propiedades más generales que el
complejo de protocolo preserva, de ronda en ronda. La más sencilla
de probar es la de ser una variedad combinatoria [21]. Decimos que
un complejo puro n-dimensional es una variedad si cada uno de sus
simplejos (n − 1)-dimensionales está contenido en uno o dos simplejos
n-dimensionales. De hecho se cumple la propiedad más general, de pre-
servar la conectividad topológica [28], ya que el complejo de protocolo
en una ronda es una subdivisión del complejo de la ronda anterior.

El caso de los tres procesos está representado en la figura 14 (de
[46]). El 2-simplejo resaltado del lado izquierdo representa una ejecu-
ción donde p1 y p3 accesan al objeto de forma concurrente, cada uno
ve al otro, pero no aśı p2, el cuál accesa al objeto más tarde y observa
los 3 valores. Sin embargo p2 no puede saber el orden en el que p1 y p3
accesan al objeto. La ejecución en la que p1 solo se vio a śı mismo y la
ejecución en la que p3 solo se vio a śı mismo, son indistinguibles para
p2. Estas dos ejecuciones están representadas por los 2-simplejos en las
esquinas inferiores de las imágenes de la izquierda. Por lo tanto, los
vértices en las esquinas del complejo representan las ejecuciones donde
solo un proceso pi tiene acceso al objeto, y los aristas que conectan
dos vértices en la frontera de un simplejo de entrada, representan eje-
cuciones donde solo dos procesos tienen acceso al objeto. El triángulo
en el centro del complejo representa la ejecución donde todos los tres
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p1 p1
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p3

p2
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p1

p3

p2

p2
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Figura 14: Complejo del protocolo del modelo IWS para tres procesos,
para 1, 2 y 3 rondas.

procesos tienen acceso al objeto de manera concurrente y reciben de
regreso la misma vista.

Por lo tanto, el estado de una ejecución después de la primera ronda
(con la que está asociado el objeto WS [1]), está representado por uno
de los triángulos internos de la imagen del lado izquierdo. Entonces,
el estado de la ejecución después de la segunda ronda (con la que el
objeto WS [2] está asociado), es representado por uno de los pequeños
triángulos dentro del triángulo del centro, etc. De manera más gene-
ral, como se muestra en la figura 14, podemos ver que en el modelo
IWS en cada ronda, se construye un nuevo complejo recursivamente, al
substituir cada simplejo por un complejo de una ronda. El resultado se
resume en el siguiente lema.

Lema 5.2. Sea I el complejo de entrada para un protocolo iterado de
r rondas. El complejo de protocolo, Kr es una subdivisión coloreada de
I (= K0), y P es un mapeo de transporte de I a Kr.

5.2. Imposibilidad del consenso

Antes de describir el teorema general, que caracteriza las tareas compu-
tables en el modelo IWS, veamos el caso de la tarea del consenso, que
ha jugado un papel muy importante en la computación distribuida.

Como corolario del lema 5.1, sabemos que la tarea de consenso no se
puede resolver en nuestro modelo de cómputo distribuido. El siguiente
lema implica que este resultado de imposibilidad se mantiene en el
modelo no-iterado [25], usando la simulación de [19] que transforma un
protocolo del modelo no-iterado al modelo IWS. Aśı mismo, el resultado
se mantiene en el caso en que a lo más un proceso puede fallar, usando
la simulación de [12].

Lema 5.3. No existe un protocolo que resuelva la tarea de consenso en
el modelo IWS.
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Consideremos el caso de dos procesos, para ser concretos, aunque el
argumento general es el mismo. Supongamos para propósitos de con-
tradicción que el consenso puede ser resuelto, vamos a decir después de
r rondas. Consideremos el complejo de vistas Kr. Es una subdivisión
del simplejo de entrada y por lo tanto consiste en una gráfica de cuatro
caminos unidos en las esquinas de un cuadrado. Esta gráfica aparece
en la parte superior izquierda de la figura 13, para r = 1. Estas cuatro
esquinas corresponden a las ejecuciones en donde un proceso solo se ve
a śı mismo, en cada iteración. En este complejo, cada proceso decide
0 ó 1. La decisión colorea cada vértice con un valor binario. La gráfi-
ca con valores binarios se encuentra en la parte superior derecha de la
figura 13, para un acuerdo aproximado; en este caso las decisiones de
consenso 1/2 son reemplazadas ya sea por 0 ó por 1.

Finalmente, utilicemos el lema de Sperner (para una discusión sen-
cilla y referencias ver [45]) para completar la prueba. Consideremos el
camino en la parte superior del cuadrado Kr; el que conecta el vértice
de la esquina donde inicia el proceso blanco con 0 y el vértice donde
el proceso negro inicia con 1. La decisión del proceso blanco en la es-
quina es 0, mientras que la decisión del proceso negro en la esquina es
1. Debe haber una arista en el camino, cuyos vértices estén coloreados
con diferentes valores binarios; debido a que el camino es conexo y sus
vértices finales tienen colores distintos. Esta arista corresponde a una
ejecución en donde se deciden dos valores distintos, contradiciendo el
requerimiento del acuerdo de la tarea de consenso.

La prueba de imposibilidad del consenso en el caso de tres procesos,
de igual forma que para dos procesos, se obtiene aplicando el lema de
Sperner al lema 5.2. En este caso, el lema de Sperner nos dice que si
coloreamos las tres esquinas de un triángulo subdividido con tres colores
diferentes, y los vértices en caminos sobre la frontera de la subdivisión,
con colores de los vértices de sus esquinas correspondientes, entonces
debe haber un triángulo coloreado con tres colores diferentes. Usando
esta idea en la figura 14, encontramos un triángulo que corresponde a
una ejecución donde los tres procesos deciden tres valores diferentes.
Esto demuestra una imposibilidad más fuerte que la de consenso: tres
procesos no pueden resolver tampoco la tarea de 2-acuerdo, para dos
valores.

5.3. Caracterización de computabilidad

El resultado principal de la teoŕıa de computabilidad distribuida es el
teorema que nos dice como saber si una tarea T = (I,O,∆) se puede
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resolver o no en el modelo IWS. Como lo hemos dicho ya, este teorema
es la base de resultados en muchos otros modelos.

La caracterización de computabilidad parte de la siguiente observa-
ción. El complejo del protocolo en el modelo IWS está relacionado con
el complejo de salida, por el mapeo de decisión δ(·), un mapeo simplicial
que env́ıa cada vértice v del complejo del protocolo a un vértice w en el
complejo de salida. El vértice w está etiquetado con el mismo nombre
de proceso de v, y con el valor de decisión de éste. Se debe cumplir que
δ(s) es un simplejo de O. Ver la figura 13 para un ejemplo concreto.
El valor asociado a w es el valor que el proceso id(v) decide cuando su
vista final en la ejecución es view(v). El mapeo δ es simplicial porque
preserva los simplejos: Si los vértices vi forman un simplejo en el com-
plejo del protocolo, entonces los vértices δ(vi) forman un simplejo en el
complejo de salida.

Recordemos el lema 5.2. Un protocolo de r rondas induce una sub-
división coloreada Kr del complejo de entrada I, con un mapeo de
transporte P que manda cada simplejo de I a un subcomplejo de Kr.
Si el protocolo resuelve la tarea T = (I,O,∆), entonces su mapeo de
decisión δ, debe respetar a ∆, es decir, para cada simplejo s ∈ I, y
cada simplejo t ∈ P(s), el simplejo δ(t) debe estar en ∆(s). En otras
palabras, el protocolo resuelve T si la composición del mapeo de de-
cisión δ con el mapeo de transporte P es un mapeo de transporte F ,
tal que para cada s ∈ I, F (s) ⊆ ∆(s). Tenemos el siguiente resultado,
ilustrado en la figura 13.

Lema 5.4. Si la tarea T = (I,O,∆) tiene solución, entonces existe
una subdivisión coloreada Kr de I, y un mapeo simplicial δ de Kr a O
que respeta a ∆.

Este lema nos da una condición suficiente para la computabilidad
de una tarea en el modelo IWS. La caracterización de computabilidad
distribuida nos dice que la condición es también necesaria. Para probar
este resultado hay que poder obtener un protocolo a partir de cualquier
subdivisión coloreada de I y su correspondiente mapeo δ, lo cual no es
fácil [31].

Teorema 5.1. Una tarea T = (I,O,∆) tiene solución en el modelo
IWS si y sólo si existe una subdivisión coloreada K de I y un mapeo
simplicial cromático δ de K a O que respete a ∆.
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6. Conclusión

Al igual que cualquier teoŕıa de computabilidad, una teoŕıa de compu-
tabilidad distribuida debe definir sus problemas de interés y un modelo
de cómputo para resolverlos. Revisamos el caso en el cual los proble-
mas son tareas y el modelo es el IWS. Presentamos una serie de tareas
que se han estudiado en el pasado; algunas de ellas se pueden resolver
en el modelo IWS y otras no. Describimos el modelo IWS, y explica-
mos por qué representa una abstracción de un sistema distribuido, con
una elegante estructura matemática, cuyo carácter recursivo facilita su
análisis. Presentamos, como ejemplo, un protocolo en el modelos IWS
para resolver una tarea de acuerdo aproximado, la cual juega un pa-
pel importante en la teoŕıa. Finalmente, presentamos el teorema que
caracteriza a la tareas que tienen solución en el modelo IWS. Una apli-
cación concreta, es la famosa prueba de imposibilidad de la tarea de
consenso, o más en general, la imposibilidad de resolver la tarea de
(n− 1)-acuerdo, es decir, que n procesos queden de acuerdo ni siquiera
en n− 1 de sus valores propuestos.

El estilo de presentación ha sido informal, e intentando elegir al-
gunas de las ideas más importantes, desde nuestro punto de vista. Sin
entrar en detalles, mencionamos que este modelo es equivalente, o for-
ma la base para el análisis de modelos más cercanos a los sistemas
reales. Encontrar simulaciones entre modelos de cómputo distribuido,
y generalizaciones de los resultados del modelo IWS, es un área de
investigación activa. Mencionamos brevemente que, al igual que en la
teoŕıa de computación secuencial, las reducciones juegan un papel im-
portante, para organizar a los problemas en jerarqúıas de acuerdo a su
dificultad. En el caso del cómputo distribuido, las reducciones y simu-
laciones son en śı distribuidas, lo cual ha llevado a la publicación de
diversos trabajos de investigación.

Esperamos haber logrado mostrar que las relaciones entre la compu-
tabilidad distribuida y la topoloǵıa son sorprendentemente ı́ntimas, a
pesar de que no ha sido posible presentar acá todas estas relaciones. He-
mos visto que en el modelo IWS, donde cualquier número de procesos
pueden fallar, el complejo del protocolo es una subdivisión del complejo
de entrada; se requiere de más herramientas, tanto de topoloǵıa como
de computación, describir resultados como el siguiente. Cuando consi-
deramos un sistema en el que menos procesos pueden fallar, el complejo
de protocolo tendrá más “hoyos”, es decir, homotoṕıa no trivial, y es es-
to precisamente lo que permite a un sistema más confiable resolver más
tareas. En trabajos anteriores se han utilizado con éxito varias ideas y
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herramientas centrales de esta importante rama de la matemática mo-
derna, como homoloǵıa, homotoṕıa, espacios de cubrimiento, teoremas
de “shellability”, nervios, y aproximación simplicial. Elegimos nuestra
presentación de manera que pudieramos exponer ideas importantes re-
quiriendo el mı́nimo de prerrequisitos del lector tanto de topoloǵıa como
de computación.

Existen otros problemas y modelos de interés en sistemas distribui-
dos, que representan interesantes ĺıneas de investigación para explorar
en el futuro. En la tareas que estudiamos, cada proceso comienza con
una sola entrada, y debe decidir una sola salida. En alguna situaciones,
cada proceso recibe continuamente entradas, una tras de otra, y debe
ir produciendo salidas conforme le van llegando las entradas. En cuan-
to a modelos de cómputo, hemos considerado solamente las fallas más
benignas, y no consideramos el caso en el cual los procesos pueden com-
portarse arbitrariamente, desplegando incluso comportamientos con la
intención expĺıcita de perjudicar al sistema. En cuanto a protocolos, es
de interés considerar el poder que da la aleatoriedad, donde se permiten
protocolos que fallan con baja probabilidad o que no siempre terminan.
Esperamos que las ideas presentadas acá sean de utilidad para estudiar
estos problemas.
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