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Resumen

Se presenta un analisis de los registros de la concentracion
de is6topos de oxigeno en los conos de hielo de Groenlan-
dia, los cuales son usados para estudiar las paleotempera-
turas. Estos datos son considerados como observaciones
a tiempo discreto de la integral de un proceso de difu-
sion. Obtenemos el estimador maximo verosimil de los
parametros de un proceso de difusién cuando la informa-
cion que se tiene es una muestra discreta de la integral
del proceso.

1. Introduccién

En este trabajo se presenta una estimacion de las paleotemperaturas a
través de la concentracién de isdtopos de oxigeno en los conos de hielo
de Groenlandia. Para dicha estimacién se utiliza el método de estima-
cién por maxima verosimilitud para procesos de difusion desarrollado
en [3] para los casos que no se observa el proceso de difusién directa-
mente, sino se observan integrales del proceso en intervalos de tiempo
disjuntos contaminadas con un error de medicién. En [3], dicho método
es utilizado para estimar los parametros del proceso CIR en un modelo
de volatilidad estocastica. En este trabajo, dicho método es utilizado
para estimar los parametros de un proceso Ornstein-Uhlenbeck a par-
tir de una muestra de observaciones del proceso integrado de registros
de concentracion isétopos de oxigeno obtenidas de conos de hielo de
Groenlandia.

Los procesos de difusién integrados son de gran importancia en las
finanzas para modelos de volatilidad, véase por ejemplo [1],[2],[3] y
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[4]. Otra importante aplicacién de este tipo de procesos se presenta
en el campo de la ingenierfa y las ciencias, (véase por ejemplo [13]).
La inferencia paramétrica para procesos de difusion integrados ha sido
estudiada en [6],[14],[17],[I8] y [19]. Para inferencia no paramétrica, se
puede consultar [I1].

Este trabajo se desarrolla de la siguiente forma: En la Seccién 2 se
presenta la relacién que existe entre la concentracion de isétopos de
oxigeno en los conos de hielo y las paleotemperaturas, se plantea resol-
ver el problema de la estimacion de paleotemperaturas por medio de
esta relacion y el uso de la metodologia desarrollada en [3]. La Seccién
3 contiene algunos conceptos basicos de procesos de difusion, en par-
ticular se presenta el concepto de ecuacion diferencial estocastica, se
define a un proceso de difusion y a los procesos de difusién integrados.
En la seccién 4 se presenta el método desarrollado en [3] para la esti-
macién de los parametros de un proceso de difusion en el caso que la
informacion con la que se cuenta es una muestra discreta de integrales
del proceso y se estudia un ejemplo de simulacién para la estimacién
de los pardametros de un proceso Ornstein-Uhlenbeck. Un analisis de
los registros de la concentracién de isétopos de oxigeno en los conos de
hielo de Groenlandia considerandos como una muestra discreta de in-
tegrales de un proceso Ornstein-Uhlenbeck es presentado en la seccién
5, se hace la estimacién de los parametros correspondientes utilizando
el método descrito en la seccion 4 y se realiza una estimacion de las pa-
leotemperaturas. En la seccién 6 se presentan las conclusiones de este
trabajo.

2. Paleotemperaturas y conos de hielo

El clima en la Tierra varia en diferentes escalas espaciales y tempora-
les. Para poder entender la previsibilidad y el origen dinamico de los
cambios climaticos necesitamos registros de miles de anos de la tempe-
ratura de la Tierra. Lamentablemente, los registros de la temperatura
y otros parametros meteoroldgicos se remontan a poco mas de un siglo.
Este periodo de observacién es demasiado corto para obtener toda la
gama de la variabilidad natural, que es el fondo sobre lo que se deben
evaluar los posibles cambios climaticos causados por el hombre. Las
variaciones climaticas datan de mucho mas atras, siendo las mas des-
tacadas las grandes edades de hielo, las cuales se registran a través de
marcas geoldgicas, como las morrenas. Otros registros paleocliméticos
mas detallados son el espesor de anillos de arboles, corales, sedimentos
de lagos y océanos y registros de los conos de hielo. Todos estos in-
dicadores son grabaciones indirectas del clima del pasado. Algunos de
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los registros mas largos con alta resolucién temporal son los registros
de los conos de hielo. Del anélisis de estos registros es posible deducir
parte del comportamiento dindmico del sistema climatico.

Durante la ultima glaciacion y las etapas glaciales anteriores, las ca-
pas de hielo expandidas en el hemisferio norte experimentaron aumentos
periédicos que produjeron extensos icebergs en el Atlantico Norte, los
cuales, a su vez, pueden haber iniciado oscilaciones bruscas en el clima
de los llamados ciclos Dansgaard-Oeschger y Eventos-Heinrich (véase
).

Una de las caracteristicas del hielo del glaciar es su tendencia a man-
tener un registro detallado de los cambios ambientales del pasado me-
diante la acumulacion sucesiva de incrementos anuales de la nieve que
bajo presion de sobrecarga se convierte en hielo sélido. Cada incremen-
to anual de la nieve depositada sobre una superficie de capa de hielo
atrapa los gases atmosféricos y las impurezas correspondientes a me-
dida que se convierte en hielo sélido, conservando una muestra de los
componentes fisicos de la columna de aire sobre la superficie del hie-
lo. Los altibajos de estos componentes fisicos pueden instigar cambios
significativos en el nivel eustatico del mar, el albed(ﬂ y la forma de la
superficie sobre la cual se generan.

Desde 1960, varias muestras de hielo han sido extraidas de las ca-
pas de hielo polares, incluidos los de Camp Century, Tinte-3, Creta,
Milcent y Summit en Groenlandia y los de Byrd, Vostok y Dome de
la Antartida. Numerosas caracteristicas han sido medidas en muestras
de hielo para hacer inferencias sobre la historia de la Tierra, algunas
de las principales son la razén de isétopos de oxigeno, la concentracién
de diéxido de carbono, la concentracién de metano, la conductividad
eléctrica y la concentracién de particulas de polvo. Como las variaciones
de isétopos de oxigeno que abarca el ultimo ciclo glacial y el Holoceno
observadas en los registros de los conos de hielo de Groenlandia y la
Antartida muestran fuertes similitudes, esto sugiere que la influencia
dominante en las variaciones de isétopos de oxigeno se refleja en los
registros de la capa de hielo como el cambio climatico regional.

Probablemente, la medida mas importante utilizado en el estudio
del clima ha sido la proporcién de oxigeno 18 a oxigeno 16 (180 /1°0).
La razén isotépica (**0/0) en el hielo, medido como un promedio en
cada muestra de hielo, es un indicador de la paleotemperatura promedio
durante el intervalo de tiempo en el que cayd la nieve que formé el
cono de hielo. Se ha demostrado empiricamente que la diferencia, §'80,
entre el contenido de 80 en el hielo y el contenido de 'O en el agua

I Es la reflectividad de la superficie terrestre y se refiere a la energfa reflejada desde la Tierra
al universo.
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del océano actual, tiene una relacién aproximadamente lineal constante
con la temperatura del aire.

Una relacion directa entre las proporciones de isétopos estables en
la precipitacion de la nieve y la temperatura del vapor de agua en
el momento de la precipitacion estd implicita, suponiendo que no hay
cambios en la temperatura y la humedad en las areas de origen durante
todo el periodo de observacién. Actualmente, en la capa de hielo de
Groenlandia, la media anual de §'¥O estd estrechamente relacionada
con la temperatura media anual (T) de la superficie, en grados Celsius,
por la ecuacién

680 = 0,67 x T — 13,7%. (1)

Esta relacion, sin embargo, no se puede mantener durante los cam-
bios temporales en valores de is6topos medidos en los conos de hielo
de Groenlandia. La relacién temporal entre 630 y temperatura de la
superficie contemporanea (T) estd dada por la siguiente ecuacion:

T = a+ 360 +~(6'%0)? (2)

donde «, 3,7 son determinadas por un ajuste de minimos cuadrados
del perfil de temperatura (véase [12]).

Los conos de hielo de Groenlandia y la Antartida se cortan en trozos
cada uno de los cuales representa un intervalo de tiempo en el pasado,
al aumentar el tiempo en funcién de la profundidad.

Las muestras de hielo obtenidas en la Antartica y Groenlandia han
proveido datos paleoclimaticos que cubren més de 800 mil anos de la
historia del clima. Con el fin de interpretar la senal climética propor-
cionada por los conos de hielo y para facilitar la comparacién con otros
registros paleoclimaticos, las escalas de tiempo son cruciales. Debido a
sus altas tasas de acumulacion, los conos de hielo de Groenlandia son
muy adecuados para la obtencién de una cronologia basada en el con-
teo de la capa anual del dltimo ciclo glacial. Ademas, los conos de hie-
lo de Groenlandia reflejan fuertemente los cambios bruscos climéticos
del dltimo periodo glacial, los eventos Dansgaard-Oeschger, y contienen
muchos horizontes de referencia que permitan la comparacién con otros
paleo-archivos.

Por otro lado, de acuerdo al comportamiento aleatorio de la varia-
cién de las paleotemperaturas en el tiempo resulta natural modelarlas
por medio de un proceso de difusién. Bajo este escenario y teniendo
observaciones temporales de los registros de las paleotemperaturas se
puede hacer inferencia sobre los pardmetros de la ecuacién diferencial
estocastica cuya solucion es el proceso de difusion que modela las paleo-
temperaturas. Diferentes técnicas se han desarrollado para hacer infe-
rencia cuando se tienen observaciones a tiempo discreto de una difusion,
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véase por ejemplo [5]. En [I3], los autores modelan las paleotemperatu-
ras con un proceso Ornstein-Uhlenbeck para subintervalos adecuados y
suponen que el proceso es estacionario. El problema, como se ha hecho
mencion, es que es dificil contar con registros suficientes para hacer este
tipo de inferencia.

Motivados en el problema de falta de informacion, en este trabajo, se
estudia la evolucién en el tiempo de las paleotemperaturas utilizando
la relacién entre estas y la razén isotépica (0 /*0) dada por la ecua-
cién (2). La informacién de la razén isotépica (30 /*0) que se utiliza
es obtenida de muestras de conos de hielo de Groenlandia. Estos datos
son considerados observaciones a tiempo discreto de la integral de un
proceso de difusién con error de medicién. Bajo estas condiciones el
problema se reduce a estimar los pardmetros de la ecuacion diferencial
estocdstica cuya solucién es el proceso de difusion que modela la va-
riacién en el tiempo de la razén isotépica (**0/%0) en los conos de
hielo. Para resolver el problema de la estimacién de los parametros de
la ecuacion diferencial estocastica cuando se cuenta con informacién de
la integral del proceso de difusion se utilizara el modelo propuesto en

Para lograr la estimacion de las paleotemperaturas en las siguientes
secciones se presentan los conceptos basicos de procesos de difusién y
el modelo que se utilizara para la estimacion de los parametros de una
ecuacién diferencial estocéstica.

3. Procesos de difusion integrados

El modelo matematico bésico en la teoria de la probabilidad es el co-
nocido como espacio de probabilidad, que se representa matemati-
camente por la terna (£2,.%,P) consistente de un espacio muestral €,
una o-algebra .# y una medida de probabilidad P.

Definicién 3.1. Sea (2,7, P) un espacio de probabilidad, una variable
aleatoria es una funcién X : {2 — R que satisface

X*'B)={weQXw)eB}eF
para todo B € #(R), donde #(R) es la c—algebra de Borel.

Podemos representar la evolucién de procesos que varian en el tiempo
y de manera aleatoria por medio de variables aleatorias que represen-
ten el estado del sistema en cada instante de tiempo. De esta manera
llegamos al concepto de proceso estocastico.

Definicién 3.2. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables
aleatorias X = {X;},er parametrizada por un conjunto 7', definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad.
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Al conjunto T se le interpreta como el conjunto de tiempos y es lla-
mado espacio parametral. En este trabajo consideramos procesos donde
las variables aleatorias toman valores reales y T' = [0, 00). De este modo
podemos ver a un proceso estocastico como una funcién de dos variables

X:TxQ—>R,

tal que para cada t € T, la funcién w — X;(w) es una variable alea-
toria y para cada w € €, la funcién ¢ — X;(w) es una realizacién o
trayectoria del proceso.

3.0.1. Proceso de Wiener (Movimiento Browniano)

En 1828 el botanico Robert Brown observd que los granos de polen
suspendidos en una cierta substancia presentan movimientos irregula-
res (véase [9]). Con la contribucién del trabajo presentado por Albert
Einstein en 1905 (véase [15]), se explicd que este movimiento es produc-
to de las multiples colisiones aleatorias de las moléculas de la substancia
con los granos de polen. Se puede decir que un movimiento de este tipo
tiene las siguientes caracteristicas:

1. Es un movimiento continuo.

2. Tiene desplazamientos independientes en intervalos de tiempo dis-
juntos.

3. Los desplazamientos pueden modelarse por variables aleatorias
gaussianas (teorema central del limite, véase [16]).

En 1923 el matematico Norbert Wiener demostré que existe un pro-
ceso estocastico con estas propiedades.

Definicién 3.3. Un proceso de Wiener (movimiento browniano) estandar
unidimensional es un proceso estocéastico W = {W;};>¢ tal que

1. Wy = 0 seguramente (esto es, con probabilidad uno).

2. Tiene trayectorias continuas.

3. Tiene incrementos independientes.

4. La variable aleatoria Wy — W tiene distribucién N(0,¢ — s) para
0<s<t.

3.1 Procesos de difusion

Es comtn modelar la evolucion en el tiempo de un sistema por ecua-
ciones diferenciales, las cuales usualmente describen la razén de cambio
del sistema. Si denotamos por X; el estado del sistema al tiempo ¢ para
t > 0, podemos caracterizar la evolucion del sistema en el tiempo por
la siguiente ecuacién,

d(Xy) _
— - =ab)Xe, (3)
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donde Xy = z( es el estado inicial del sistema y a(t) representa la
funcién de cambio al tiempo ¢. En muchos casos esta funcién no es
completamente conocida, pero es razonable asumir que esta sujeta a
algun tipo de efecto aleatorio, entonces tenemos que

a(t) = b(t) + ruido, (4)

y sabemos que el ruido esta regido por una distribucion de probabilidad.
Entonces una forma (heuristica) més general de escribir a la ecuacién
es:

d(Xy)

dt

donde b, 0 son funciones reales conocidas. Para modelar el término de
ruido se utilizan los incrementos de un proceso de Wiener. Si la evolu-
cién del sistema es observado en el intervalo de tiempo [0,7] y consi-
deramos una particion de este intervalo, 0 =tqg < t; < ... < t, =T,

utilizando la ecuacion podemos describir la evolucién del proceso
X = {X;}, por:

=b(t, X;) + o(t, X;) X ruido, (5)

n—1 n—1
Xp=Xo+ Y blti, X)) At + Y olty, X)) AW, (6)
=1 =1

donde X; = X,,,AW; =W, , — W,, y At; = ;11 — t;. Dado que esta
ecuacion depende de la particion del intervalo, el modelo resulta ser mas
adecuado en el limite At; — 0. Esto nos lleva a la siguiente ecuacién

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th (7)

para toda t > 0y Xg = x9. A ecuaciones de este tipo se les conoce
como ecuaciones diferenciales estocasticas.

Definicién 3.4. Un proceso de difusion X = {X;}+>0 es la solucién a
una ecuacién de la forma (7)), donde los coeficientes b(t, z) y o(t, z) son
funciones reales de t y x, vy se les conoce como coeficiente de deriva y
difusién respectivamente.

En la definicién anterior b(t,z) y o(t,x) pueden ser interpretados
como la media y varianza infinitesimal de los incrementos del proceso
X. Al proceso de difusion se le interpreta como el estado del sistema que
evoluciona de manera determinista gobernado por la parte no aleatoria
de la ecuacién pero perturbado por un ruido aditivo dado por la integral
estocastica.

Para que una ecuacion de la forma @ tenga alguna solucion se deben
imponer condiciones a sus coeficientes. Existen resultados de existen-
cia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas que establecen
condiciones de regularidad para sus coeficientes (véase [20]).
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3.2 Procesos de difusién integrados

Consideremos el proceso de difusién unidimensional X = {X;};>¢ dado
por la ecuacién diferencial estocéstica . Supongamos que el intervalo
de observacién de las trayectorias de la difusién es [0, T'], pero, solo una
integral del proceso con respecto a alguna funcion de peso esta disponi-
ble. Mas especificamente, supongamos que el intervalo de observacion
[0, 7] se subdivide en n intervalos més pequenos de longitud A =T'/n
y sea v una medida de probabilidad en el intervalo [0, A]. Entonces,
consideramos observaciones de la forma

A
Y;:/ Xi-natsdv(s) (8)
0

parai=1,...,n.
Suponiendo que v tiene una densidad 7 con respecto a la medida de
Lebesgue en [0, A], podemos escribir

in
Y, = /(il)A Xem(s — (i —1)A)ds (9)

parai=1,...,n.

Si las observaciones se obtienen mediante la integracién uniforme so-
bre el eje de tiempo, entonces v es simplemente la distribucién uniforme
en [0,A] con m = 1/A y podemos escribir a la ecuacién ([9)) como

1 [id
Y, = — X.ds
A Ji—na

parat=1,...,n.
Dado que el proceso X es invariante bajo traslaciones de tiempo por
estacionalidad, el proceso Y = {Y;}, es estacionario.

4. Estimador maximo verosimil para procesos de
difusion integrados

En este seccion se presenta el algoritmo desarrollado en [3] para la esti-
macion de los parametros de un proceso de difusién cuando no se obser-
va de manera directa, pero se cuenta con observaciones de integrales de
dicho proceso en intervalos de tiempo disjuntos y estas observaciones
estan contaminadas por errores de medicién.
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4.1 Modelo

Se considera la estimacién por maxima verosimilitud para un proce-
so de difusion X = {X;};>0 que es solucién a la ecuacién diferencial
estocéstica

dX; = b(t, X,)dt + o(t, Xy;1)dW,, (10)

donde W = {W,;} es un proceso de Wiener estandar y los coeficientes
dependen de un parametro p-dimensional ) desconocido que pertene-
ce al conjunto parametral ¥ C RP. Suponemos que X es un proceso
ergédico y estacionario con distribucién invariante vy (z) (independien-
te de ). Suponemos que la ecuacién tiene una unica solucion
débil.

Los datos que se tienen para hacer la estimacién de los parametros
son integrales de X en intervalos [t;_1,t;] observados con error de me-
dicién, es decir

t;
mz/ Xods+Z;, i=1,....n, (11)
ti—1

donde Z; ~ N(0,7%), ¢ = 1,...,n son mutuamente independientes e
independientes de X. Supondremos que ty = 0 y el intervalo total de
observacién es [0,t,]. Como la varianza de la medicién de error, 72, es
otro parametro desconocido, entonces se necesita estimar el parametro

p + 1-dimensional 6 = (¢, 72).

Condicionado en la realizacién de X, las observaciones Y;, i =1,...,n
son independientes y con distribucién normal
t;
Y| X, :te [O,tn]wN(/ Xst,TQ). (12)
ti—1

Por otro lado, suponemos que los coeficientes de la ecuacion ((10))
satisfacen las condiciones usuales de regularidad para todo ¥ € W,
véase [3].

4.2 Funcién de verosimilitud y algoritmo EM

Se consideran los datos Y = (Y1, ...,Y,) como informacién incompleta
de la realizacién completa X;, ¢t € [0,t,] y la medicién de los errores
Zy, -+, Zy,. Entonces, se puede hacer estimacion con base en la funcién

de verosimilitud utilizando el algoritmo EM o métodos de Monte Carlo
via Cadenas de Markov (véase [§]). En [3] se utiliza el algoritmo EM.
Para realizar la estimacion es necesario encontrar la funciéon de vero-
similitud de los datos completos y la esperanza condicional dadas las
observaciones Y = (Y1,...,Y}).
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Como la observacién completa de la realizacion de una difusion en
el intervalo de tiempo [0,%,] es elemento del espacio C' de funciones
continuas de [0,¢,] a R, consideramos la o-algebra C generada por los
cilindros y las medidas de probabilidad inducidas en (C,C) por las
soluciones de la ecuacién ((10)). Para obtener la funcién de verosimilitud
se usa la transformacion estandar

S|
h(z;vy) = / —du. 13
donde x* es un elemento arbitrario del espacio de estados de X. Por la
formula de Ito se tiene que

U = h(Xy;0)
satisface la ecuacion diferencial estocastica
AUy = p(Ug;)dt + dWy, (14)
con deriva dada por

) = LT ) 0) o (B (wi9);v)

’ o (b= (w;¥);¢) 2 ’
donde ¢’ es la derivada de o con respecto a x. En la ecuacién ([14])
el coeficiente de difusiéon no depende de los parametros y por tanto la
medida de probabilidad inducida en (C, C) por la solucién de la ecuacién
es equivalente y la funcién de verosimilitud puede ser encontrada.
Expresando a las observaciones Y; en términos del proceso U tenemos

que

t;
Yz:/ h_l(Us7¢>d5—|—Z“ 221,,’0
ti—1

Ahora consideramos que la informacién completa esta dada por Uy,
tel0,t,]yY = (Y1,...,Y,). Dado que condicionada en las trayectorias
de U las observaciones Y son independientes, la verosimilitud de Y
condicionada en la realizacién de U en [0,t,] es

n

L(Y1,...,Y, | Ut €[0,t0]) :H¢(Yi;/ti h (U ¢)ds, %), (15)

=1 1—1

donde ¢(u; ay,ay) denota la densidad de una distribucién normal con
media a; y varianza as evaluada en u.

Sea P, la medida de probabilidad inducida por U = {Us}scpor,] v @
la medida de Wiener en (C,C). Suponiendo que el coeficiente p satis-
face las condiciones que garantizan que se puede aplicar el teorema de
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Girsanov tenemos que la derivada de Radon-Nykodym es

%(3) — exp {a(Btn) —a(By) — % /0 (B ) + 1 (By @D)]dt} !
(16

donde p/ denota la derivada de p(u;1)) con respecto a u y a(z;v) =
I n(w; ¢)du.

Combinando las ecuaciones y (15) se tiene que la funcién de
log-verosimilitud de 6 basado en la informacién completa Uy, t € [0, t,,]
yY = (Yy,...,Y,) estd dada por

n ti
log L(6; Y, Uy, t € [0,t,]) = > log ¢(V;; / h~Y(U,;4)ds, %)
i=1 ti-1

1

+a(Us,;¢) = a(Uo; ) = 5 /Otn (Ui 9)* + 1/ (Us; ) dt.

Sea 0 cualquier valor del vector parametral §. Entonces el algoritmo
EM trabaja como sigue:
1. Paso-E. Generar M trayectorias del proceso de difusién X, X*),
k=1,..., M, condicionadas en las observaciones Y7, ...,Y,, usan-
do el valor del pardmetro 6 = (@Z, 72), y calcular

900) = —— 3 dogL(B:Vi,. .. Ya h(XP), 1 € [0, 1)),

con un adecuado periodo de calentamiento My y M suficientemen-
te grande.

2. Paso-M. 6 = argmax g(6).

3. Regresar a 1.

Para implementar este algoritmo, el principal problema es como ge-

nerar trayectorias de X condicionadas en Y = (Y3,...,Y;) donde la
relacién entre las Y/s y X estd dada por la ecuacién ((12). Utilizando
este algoritmo se obtiene una sucesién X®), k = 1,..., M para un va-

lor de M suficientemente grande para asegurar que g(6) aproxima de
manera adecuada a la funcion de log-verosimilitud completa dada la
informacion que se tiene.

Para generar muestras de

(Xt e [0t} (Yi...,Y})

para algin valor del pardmetro 6, es decir, simular la difusion X
condicionada en las observaciones Y = (Y7,...,Y,) de integrales de
X en subintervalos [t;_i1,t;],j = 1,...,n perturbadas por errores de
medicion, utilizamos el siguiente algoritmo propuesto y discutido a
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detalle en [3]:

Algoritmo 1.

1. Generar una trayectoria inicial {X\* : t € [0,¢,]}.

Sea | = 1.

3. Generar una trayectoria {X\” : ¢ € [0,£,]} condicionada con Y
actualizando el subconjunto de trayectorias:
(a) Aleatoriamente se divide el intervalo de tiempo en K bloques

N

OZTQSTlg...STK:tn.

(b) Obtenemos X(()l) y simulamos la subtrayectoria condicional

(X" te moy, ml} [ Yo, X0, XD (17)
para k = 1,..., K — 1. Finalmente, simulamos la trayectoria
de

xO . Vi, XW

{ t : te [TK_I’TK]}| {K}’ TK—1"
4. I=141.
5. Ir a 3.

El método es una modificacién del método presentado en [10], donde
se usa el algoritmo para la simulacién de puentes de difusiéon propuesto
en [5]. En [3] se puede encontrar un algoritmo para subdividir los
intervalos aleatoriamente. El punto principal de este algoritmo es
como generar muestras de variables del tipo , que son puentes de
difusion no lineales. Para resolver este problema, se utiliza el método
para la simulacién de puentes de difusién propuesto en [5]. Muestras
de trayectorias de puentes condicionados de la forma pueden ser
generados por medio del algoritmo Metropolis-Hastings. Denotando a
un puente de difusién por (¢, a,s,b) en el intervalo [¢,s] con X; =a 'y
X, =0, después de un adecuado periodo de calentamiento, el siguiente
algoritmo, propuesto en [3], genera muestras de un puente de difusion
(Tk—1, @, T, b) condicionado a Yy, donde Yy denota las observaciones
Y/s en el intervalo (71, 7%]:

Algoritmo 2

1. Simular un puente (74_1,a, 7, b), X©, y hacer [ = 1.
2. Proponer wuna nueva trayectoria simulando un puente
(Tk:—h a, Tk, b)a X(l)
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3. Aceptar el puente de difusién con probabilidad

GV [0 X ds, )

, o
min | 1 H o =)

. J+i - 2
=1 ( J+iy titio1 XS dS,T )

En otro caso hacemos X = X (-1,
4. Tomamos [ = [+ 1 y regresamos a 2.

4.3 Un estudio de simulacion

En esta seccién aplicaremos el método descrito al proceso Ornstein-
Uhlenbeck, el cual es solucion a la ecuacion

dXt = —OéXtdt + O'th, (18)

donde «a, 0 > 0 son constantes y Xg = z. (18). Suponemos que a y o
son parametros desconocidos para ser estimados por medio del método
descrito en la seccion anterior.

4.3.1. Verosimilitud y algoritmo EM

Para el proceso Ornstein-Uhlenbeck la transformacion estd dada
por

x
h(z;0) = —
wo)=",
de este modo U; = X, /o, es solucién de la ecuacién
dUt = —OéUtdt + th
Tenemos que p(u;a,0) = —au y a(u : a,0) = —au?/2 y la funcién de

log-verosimilitud es

log L(0; Y, Uy, t € [0, t,] Zlog¢ YZ,J/ Uyds, 7°)

ti1

l\DIQ

(Us — U2 +tn) / UZdt,
donde 0 = (a, 0, 7?) y el algoritmo EM trabaja como sigue:

Paso E La funcién objetivo g(#) para el proceso Ornstein-Uhlenbeck
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estd dada por

M n tz U(m)dt)Q
t n
g(0) = Z Z— 2 — 510g(27r7'2)
k‘ Mo+1 i=
o o M
m)\2 (m)\2
+ —-t,+—— U, — (U
- >3 [ wera
M MO k Mo+1 i= 1/

donde Ut(m) es la m-ésima trayectoria del proceso U condicionado a las
observaciones Y simulado por medio de los algoritmos 1 y 2 con los
parametros obtenidos en un paso anterior.

Paso M Tenemos que la funcién g() se maximiza en:

tu(M — M) + S0 MoH((Uom)V — (UM

(19)
2k ntgsn St Sy (O™t

o=

M n t; m
L e ML Y L U™t
o= , (20)

S s oy S (U™)2dt

Se simularon 1,000 conjuntos de datos estimando los parametros
con el método propuesto. Cada conjunto de datos fue obtenido de la
simulacion de trayectorias de longitud 1,500 con distribucién inicial
Xo ~ N(0,0?/(2a)), y entonces calculando los datos Y;, i = 1,..., 1500
de la ecuacion cont; =1,1=0....,n. Los parametros usados fue-
ron a = 0,1, 0 = 0,5 y 72 = 1,25. El algoritmo EM fue corrido con
M = 10,000 y My = 1,000 y dividiendo aleatoriamente los interva-
los modelados por una variable aleatoria Poisson(\) (véase [16]). Las
estimaciones obtenidas se presenta en el cuadro

A o« o 72

10 0.106 0.523 1.229
20 1 0.101 0.507 1.235
30]0.084 0.458 1.252

Cuadro 1. Promedio de los pardmetros obtenidos de 1000 base de datos
simulados con valores parametrales &« = 0,1, 0 = 0,5 y 72 = 1,25.
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5. Analisis de paleotemperaturas

La informacién que se analiza en este trabajo son muestras de conos de
hielo de Groenlandia (véase [21]). Los datos §'*O provienen de 60,000
anos pasados y cada dato es el promedio de un intervalo de 20 anos.
De este modo tenemos una base de datos de 3,000 elementos. Se puede
ver una grafica de los datos en la figura [1}

Informacién de Conos de Hielo

-38 -36

delta(18)0
-40
|

-44
|

-46
|

| | 1 1 1 1 1
—-60000 -50000 -40000 -30000 -20000 -10000 o

Tiempo (afios)

Figura 1. Informacién de los conos de hielo.

Como puede observarse en la serie de datos, obviamente no se trata
de un proceso estacionario. Después de un analisis preliminar los da-
tos se dividieron en tres subintervalos, [-60000,-30000],[-30000,-10000] y
[-10000,0]. Para cada uno de estos subintervalos, las observaciones co-
rrespondientes fueron modeladas como observaciones de la forma
donde X es un proceso Ornstein-Uhlenbeck y las integrales son consi-
deradas en intervalos de 20 anos de longitud.

Un resumen de los resultados de la corrida del algoritmo EM esta en
el cuadro [2| El algoritmo EM fue corrido con M = 10000,M, = 1000,
A\ = 20 para cada intervalo. El pardmetro o' puede interpretarse como
un correlacién, y o/v/2a es la desviacién estdandar de la distribucién
estacionaria.

Por otro lado, utilizando la ecuacion y obteniendo un ajuste por
minimos cuadrados para la temperatura, la correspondiente ecuacion

€s
T = 20,45 + 149360 + 1,052 x (10719)6'80?2, (21)
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Parameter Block [-10000,0] [-30000,-10000] [-60000,-30000]

a1 205.3 669.8 321.1
o 0.0303 0.1167 0.1395
o/\V2a 0.307 2.136 1.767

72 0.1062638 0.6966518 0.225974

Cuadro 2. Valores estimados obtenidos por el algoritmo EM para las mues-
tras de conos de hielo usando el proceso Ornstein Uhlenbeck para cada uno
de los tres intervalos.

para esta estimacién se utilizé solo la informacion del subintervalo
[—10000, 0] que corresponde a la época actual. Con los resultados obte-
nidos en la estimacién del proceso de difusion integrado podemos hacer
una proyeccion anual del proceso de difusién y asi obtener una estima-
cion de la temperatura promedio anual para el periodo correspondiente
utilizando la ecuacién (21)). En la figura [2| presentamos los resultados
correspondientes.

Temperatura promedio anual

-31.75 -31.70 -31.65

-3195 -31.90 -31.85 -31.80

T T T T T T
—10000 —8000 —6000 —4000 —2000 o}

Tiempo (afios)

Figura 2. Temperatura promedio anual de los tiltimos 10,000 afios en grados
Celsius

6. Conclusiones

En este trabajo se presenté una forma de hacer estimacion de la tem-
peratura de la Tierra con base en la variacion de la razon isotépica
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(80 /'80) en conos hielo en el tiempo. Para resolver el problema de la
falta de registros de las paleotemperaturas se utilizé su relacion con la
razén isotépica (*¥0/*0) en conos hielo de Groenlandia, de los cuales
si se tiene informacién suficiente. La variacién de la paleotemperatura
puede ser modelada por una ecuacion diferencial estocastica, y es natu-
ral modelar los datos de los conos de hielo como un proceso de difusién
integrado, de este modo el problema se redujo a la estimacion de los
parametros de dicha ecuacién diferencial estocastica.

Para resolver este problema se considerd a la datos de los conos de
hielo como observaciones a tiempo discreto de la integral de un proceso
de difusién contaminadas por error de mediciéon y utilizando el algo-
ritmo presentado en [3] para hacer estimacién de los pardmetros de la
ecuacién diferencial estocastica correspondiente se presentd una esti-
macién de la razén isotépica (180 /*0). Dada la estimacién de la razén
isotépica (*¥0/¥0) se utilizé la ecuacién ([2) para hacer una estima-
cién de la temperatura. Se presentd una estimaciéon de la temperatura
promedio anual de los ultimos 10,000 anos. Utilizando las estimacio-
nes de las temperaturas presentadas en este trabajo se puede hacer
estimaciones de las temperaturas futuras.
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