COMENTARIOS SOBRE ,
SUCESIONES LINEALMENT E RECURRENTE S

Juho E Damy Rlos*

I Intmduccwn , : o

Las sucesiones lmealmente recurrentes tlenen propledades generales
uy mteresantes que en este articulo trataremos de presentar quizds
algunas de ellas sean muy obwas 0 muy conocidas, nuestra idea, sin
embdrgo, es farmhar1zar al lector con estas sucesiones.

- Se dlce que una sucesion ?R Q es hnealmente recurrente de or-

“den n, cUando cualqui‘er cl?e‘:mento_Rfi' ’(‘«i?/n")z de'e_llla»es igual a una combi-
nacion lineal de los# elementos precedentes; es decir: -
R}Hn = § Rp+j (k 20)@e#0) €))
Los coeficientes ﬁa.} 4 idefinen una familia de sucesiones recu-
| “fo
rrentes y les llamaremos los coef1c1entes de la familia. Cada una de las

sucesiones de la familia: quedan defmxdas si conocemos los 1 primeros
slementos: (RO,. Rl, RQ,.. o Ry g ) de }a sucesion, a los cuales les

n-1

flamaremos los valores 1n1<:1ales de la suceswn o s1mplemente{ Vi } o

yk~Rk ’ (k 012 .v_—l)
EJEMPLOS 1) Famlha de suces;lones recurrentes conn = 3
ag=— 2;a1 =1;a“2 =2.
Cons1deremos la sucesmn con} ( 1gua1 a los 51-' :

o

,pmentes valores yg = — 1397 =2; 2 = + 1 los
pnmeros termmos de la sucesxon serdn:
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{Rik};‘;".:__; 1,2,1,6,9,22,41, 86, 169,. .
En adelante nos referiremos a esta sucesion, como la “sucesion 1°.

. A o . ‘~ ” ’ ; w B B i
2) La sucesion de Fibonacci 1 } Fk} o ©suna sucesion re-
currente de orden 2: o :

Algunas de las propzedades de la sucesion de Fibonacci, -
como veremos mds adelante, son vahdas para cualquier
valor de)’yk} .

2. ECUACION CARACTERISTICA ASOCIADA
Se define a la ecuacién

n-1- - . '
chgme 3 e . ~ =
-2 gZ=0 T RN )
j= . : . :
Como la ecuacion caracteristica asociada a la familia de sucesio-
nes hnealmente recurrentes de coeﬁmentes ) a,} 0 1A lasn raicesde

(2) (Z,, Z«z, Zs, ..., Zy) se les llama las rafces caracteristicas de la
sucesion. Ewdentemente que ninguna de la raices cilracterlstlcas es nu-

la, porque: ay ¥ 0. Al pohnomlo p(Z) = zn E i 7’ se le llama el

polinomio  caracteristico de la famﬂla de <:oeﬁclen’cesJ a,( observese

ok e
que: P(Z)=(Z — Zl)(Z Zz) 2~ Zn) @)

EJEMPLOS 1) “Sucesmn 17 ;
Ecuacion caracteristica: 2> +2 —-Z —22% =0
Raices ,caracterlstlcas Zy=—1; Zy=1,Z53=2

-2 Sucesmn de Flbanacm s
Ralces car" 11 txcas Zl —(1 = \f)/2 22
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‘ ’A contmuacmn veremos algunas propledades de las raices - caracte~
",rlstlcas A £ v

o ‘ny o0
Teorema 1 “:La suceszon geometr ca 1) JGk}

Gk—-zk | 7‘7(,__1 2 3 | )’ e R s ®

donde Z es una de las raices. caracterlstlcas de la famxha de sucesiones

} =l
' recurrentes de coeﬁcwntes{ aGe es tamblen una sucesion recurren-
0

te de 1a mlsma famlha
| Demostraczon o

~ Porlaecuacion (2)
‘ el ‘l;

Zj =§: a -Zfi
lmultlphcando por Zk
io.Sea que
Gk+n —2 alJGk+l LQQD

Teorema 2 Todo elemento de la suceszon recuﬂ'em‘e% Rk } 0 de

orden n, Si las n razces caracterzstzcas son dzferentes es zgual a una
, combzmzczon lzneal de Ias pote as k de las n razces camcterzstzcas

o Demostraczon

a) Para 0 k (n - 1) se pueden plantearn ecuacmnes lineales

en "’ llde laforma
n=hnz [ <k< <n—1>1 S @
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El determinante (Z 4, :Zz;, L Z,) del s~istema‘deaecuaci§)nés (6)
- es de la forma ' ' ' ‘ '

Se demuestra® que V(Z_ Ly Zy) es iguél a:

V(Zy, Zaw - Z) (L= Z W~ Z3) - .. (Zn ~ 21 W1 — Z1)
' _\ Zn1—23) ... Es—Z1 W23 —25)Zr~2y)

0 bien

V(Zyi, Zy ... Zy) = _%zénl(zj — Z;,)) por lo que V(Zy, Zy, ... Zy) s
J=2 7= oy o . :
distinto de cero si las n ral"ce‘s?{ Zj} ';, son diferentes: Por consiguiente,
los céeficientes{ b; }}: se determiﬁaﬁ a partir del sistema,de ,‘ecuaé:ir‘qr,_l’es (6_),.
b) k=n
Sea{ Sk} zo una ‘,s‘ucesiéri definida como:

. -y
o bien,sik =k —n

Seen=ZbZ; " K20 . . (D

~ 'Porel Teorema 1 [ecua01on(4)] &
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fel®
A)Sk |

~obien £ . ;
o, -
Sk,m._ z al(Z‘ b Zk +’)
pero por (7)

b2 =S,
J=1 R ; -

~por consiguiente

e | ool : ' : i
Sk: +.n -[»Z} a; Sk, vl (k 0) Por lo tanto, -la sucesion
focs s de la famﬂla de%Rk} (ver ecuacion (1)) y txene los

mismos valores 1n1c1a1es (mcnso (a) de esta demostracmn) por consi-
guiente: : i S

PR
lsk}o‘“) ot

EJE‘MPLOS 1) “Sucesién 17.

Se determma{ b; } (ecuacwnes (6) ) y se obtiene

b1 —-——7/6 b, —-1/2 b3~2/3 o

por conmgmente

Rk-—~7/6( 1)’e ;»1/2(1) +2/3(2)’e 0

2) Sucesmn de F1b0nac<31 S
bl = 1/\/— bz —--‘H/‘/S

: _Zk +Zk

F, =
k \/-5—

3) La sucesmn de F1bonaCC1 se puede generahzar

Vo l
- usando cualqmer valor del y} =) i 0} en ese caso
' 1

(f+1)vQ~»2V i (\/~'—1)Vo+23’1
T i
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- 1a ecuacién (5) es general para cualquler valor entero de k sea <
positivo o negativo, entendiéndose por R.; el valor que se obtiene al o
-despejarlo en la ecuacion (1) para k =~ 1.

R 1+n-~2 ﬂ]R 1_,_]
Rl“““"‘[Rnl E aRn]
en forma similar se thiene R, ,";R,‘3 ,ete.
| 1 one R |
R-k,?; f[Rn-k ~2 ajRjp] LT ) - (8
o 0 J=1 ) : e

Obsérvese que los val‘OIe-s de laisiil‘cefsiéni Rk} para k <4): la gene-
ralizan y se puede hablar de{ |
Ala relacién (8) se le Nama la recurrencxa mversa de: J Rk}

porque permite obten,er,unaelementp_ien funcion de los n siguientes.

EJEMPLOS: 1) Sucesion 17

=0

[-= so

R-l"=+1_, g
R y=— 3/2 etc

{Rk} e —;'3/2, ;1_;;;1, 2,1, 6,9,
k = — 1 k = 0 k*-l
2) Suceswn de Fxbonacm

+5~—3 2 —-1. 1,'0 1,1,2,3 5,»,




0 ykddemas b, # 0 se tzene éluev |

k por lo tanto

o -Corolari?o**ll

Sz 1z, |>12n 1| |zn 5 > .=z,

Rk+ 1
L1m :
k-->o<> Rk

o Demoslmczon Por el teorema 2

Dlwendo Ios dos m1embros y d1v1d1endo numerador y denomina-
dor por g »Z~:< n :

porhipétesistm( ’) =0 (i#n)

k>0 \ Z

b Rivs _buZn

'EJEMPLOS: 1) “Sucesién 17

R, .
g E+1
Lim ———
k—»00 Rk

=2

2) Suces1on de Flbona001

= Zz =a +f 502

=L1mj ”
3) Sucesmn generahzada— de Flb;onacm

Fovy .,
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Corolario 2.

Si:

foz_h%¢anA>w¢g>.ﬂ>wn

Se tiene que:

R
Lim k2 :Zf,

k>0 R‘k .

La dernostracmn de este corolano es snmlar ala del antenor Este

corolario es vahdo aln para raices complejas
‘ Teorema 3. | o
Jo U5 donid
La sucesion \ Sy (oo definida como:
Sk :j§1 b; Z.;'g ' S S ©)
donde: Z; # 0 para toda j
Zj +Zp Slj#k

es una sucesion linealmerite recurrente de orden n cuyos coeﬁczentes

1
{-a,} son los coeficientes de Z/ en el desarrollo del poliriomio

WN)=(Z-2)(Z-Z)... ¢-Z) (o

(—aj =coeficiente de 7y

0]

Demostraczon El polmom10 caracterlstlco dela fam1ha de coe-

}{”*

ficiente, E 's.
- 2 "'(Zj Zj =O |
a .
De la defiﬂicién de lasa;:
Eaz~@ a) @*%yﬂ'

donde 29 # 0 ya que Z # O z- L. . .n. Ademas por hlpOteSIS las tafces
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| Znﬂ——(al — @y 1)Z + (0‘1

-Z son dlstmtas por lo tanto si tomamos Sg, .« S, como valores
['1mc1ales por el Teorema 2 sabemos que emsten Cl, B Cn, unzcas tales

’ que la suces10n)Rk }de la: famﬂla con coeﬁmente aJ puede escnbuse '

Rk ._clz’“r +nC Zk |

)0’r lo tanto: b‘i“: C, | zzlny &

‘Concluimos que Sy, es una sucesion lineal recurrente de orden n.
esta demostracmn muestra el teorema 3 como consecuenc1a matenal

:lel teorema 2.)

torolano 3 Dada una famzha de suceszones recurrentes de orden

1, se puede genemr una famzlza de orden n —l—r (r > 0) que contenga ala

orzmem famzlza
| Démo‘stfabi’o’hﬁ e
Seago(Z) z" +an " z” 1 + + al Z +ao
| ¢(Z) (Z & al) (Z” +an 1Z" i +a1 Z+a0) Z-a)=

\ '"zf””'l'(a;u CH)Z +(an2—06161n1)z 1+ Hao -
—yay)Z—ag 04

Para'dbten‘er la férm;ula de-récurrenc’ia |

Z -t + +(0(1 ay —dl)

oz +a0 oy =0 (7" z" 44'51; ,[7.“+a1 Z+a0) (an , Z" +an )
A + +aOZ)
: Rk —-011 (Rk-l-z a, Rk )*Z dank+ 1z ‘ ()
: enece a la famlha de coeﬁc1entes{ } !
0
Spk=— 28, Sk Y ¢
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