
COMENTARIOS SOBRE 
SUCESIONES LINEALMENTE RECURRENTES 

Julio E. Damy Ríos* 

l. Introducción 
Las sucesiones linealmente recurrentes tienen propiedades generales 

muy interesantes que en este artículo trataremos de presentar; quizás 
algunas de ellas seart muy obvias o muy conocidas, nuestra idea, sin 
embargo, es familiarizar al lector con estas sucesiones. 

Se die~ que una sucesión.{ Ri:· ~es linealmente recu~rente de or

. den n, cuando cualquier elemento Ri (i~} de ella es igual a una combi
nación lineal de losn elementosprecedentes;es decir: 

n · l 

R k + n = .~ ai R k + i 
1=1 

·. n-l 

Los coeficientes tai lt 
t o 

(k ~ O)(a0 *O) (1) 

definen una familia de sucesiones recu-

rrentes y les llamaremos los coeficientes de la familia. Cada una de las 
sucesiones de la familia quedan definidas si conocemos los n primeros 
elementos (R 0, R h R2, . •.• , Rr,, _ 1 ) de la sucesión, a los cuales les 

_, llamaremos los valores iniciales de fa sucesión o simplemente{ Yk} :: 1 

Yk =R~.k · (k =O, I,2,~ . . fl - l} 

EJEMPLOS: 1) Familia de sucesiones recurrentes con n = 3; 

a0 =-2;a 1 =l;a2 =2. 

Consideremos la sucesión·. con{ Y•}: igual a los si

guientes valores y 0 . --:- 1 ; y 1 = 2; y 2 = + 1 los 
primeros términos de la sucesión serán: 
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{ R¡, _} ';;' - l, 2, l, 6, 9, 22, 41, 86, 169 , .... 

En adelante nos referiremos a esta sucesión, como la "sucesión 1 '. 

2) La sucesión de Fibonacci 1 
{ Fk} '; es una sucesión re-

currente de orden 2: · .. 

ªº::;;:: 1; ª1=1 

Yo =O; Y1 =1 

Algunas de las propiedades de la sucesión de Fihonacci, 
como verenws. más adelante, son válidas para cualquier 
valor de{yk} ~ . . . , . · . , , 

2. ECUACION CARACTERISTICA ASOCIADA 
Se define a la ecuación 

(2) 

Como la ecuación característica .asociada a la familia de sucesio

nes linealmente recurre~tes de coeficientes{a1~ 0 •·
1

. Alasil raíces de 

(2) (Z 1, Z2, Z 3, •• . , Zn) se les llama las 'ra'íces c~uacterísticas de la 
sucesión. Evidentemente que ninguna de la raíces características es nu-

n-1 
la, porque: a0 '4= O. Al polinomio v;(Z) = zn - ~ ai zi se le llama el 

. J=O .· . 

polinomio característico de la familia de coeficientes)_ a¡.} .obsérvese 

que: tp(Z)=(Z - Z i)(Z ~ ?2) ... (Z:- Zn) (2) 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión 1 '' 
Ecuación característica: Z 3 + 2 - Z - 2Z2 =O 
Raíces características: Z 1 = -1; Z2 = 1; Z 3 = 2 

2) Sucesi611 ·de Fihoria.cci .. 
Raíces características Z 1 - (í - y'])/2; Z 2 = c1 + VS)/2 .. .· . · . . .. 

l. Guillermo Espinqsa V.Aasucgsián deF'ibon~cci. Revista Mate¡nática,No- · 

viemhre de 1969. 
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A continua.ción veremos algunas :r>ropiedades de las raíces caracte-
rísticas. 

(j' = l, 2, 3, ... , n) (3) 
) 

Demostración: 

Por la ecuación (2) 
n-1 . 

z~ -L ªz zl. 
J 1=0 . J 

multiplicando porz7 
.· · n-1 ·. 

z~ + n = ~- a ~1! + l 
J · · l=O l . J 

(4) 

o sea que 

n-1 

iGk + n __ ·. 1~0 llz iGk + l · .L.Q~Q.D~ 
' 

Teorema 2. Todo elemento de la SttcesiOO rect,1rron1e{Rk}; de 

orden n, si las n raices características son diferentes, es igual a una 
combznación lineal deias potencias kdelasn raíces·caracteristicas · 

\_ ' 

1- {K~O) (5) 

Demostración: 

a) Para O ~.k ~{n -.1), se pueden plantear n ecuaciones lineales 

en { b1} ~ de la rm¡pa . .•.. . • . . . . . . . . . . . . . 
n· 

. .. . .. k 
Yk =L b·Z· 1=1. J. J [O~· k~(n - 1)] (6) 
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El determinante V(Z 1, Z 2 , .. ,Zn) del sistema de ecuaciones (6) 
es de la forma· 

z1 - 1 z2 - i . z~ . i 

2 . . .. . . 
Se demuestra que V(Z 1, Z 2 .... , Zn) es igual a. 

V(Z1, Z2, .. . , Zn) =(Z'n -Z l)(Zn - Z2) ... (Zn - Zn_i)(Zn-1 - z 1) 
(Zn-1-Z2) ... (Z3-Zi)(Z3 -Z2)(Z2-Zi) 

o bien 

n j-1 
V(Z 1, Z 2 ... Zn) -i712~711 (Zj -. Z~)). por lo que V(Z 1, Z 2 , ... Zn) es 

distinto de cero_ si_ las n raícesi zi} ~, son diferentes: Por cónsiguiente, 

los cOeficien te s{b; ~ : se det ernü~rui a partir del sistema de ecuaciones ( 6). 

b) k';.?;n 

Sea{ Sk} : una sucesión definida ccirno: 

n 

Sk ="Lb·Z~ 
j=l J J 

o bien, si k' =k - n 

(k' ~O) 

·Por el Teorema, 1 Eecuación (4)] 

2. H. S. Hall, S. R. Knight. Híghier Algebra. Macmillan, 1950. 
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l .. 

. ! 

o bien 

n-1 n.J. 
"" ~ . . k'+l S k '+ n = .(..,¡ llz (f.' b1· Z¡ ) 

. · l=O J=l 

pero por (7) 

n 
~ zk'+z s .(..¡b·. = k 1+l 

i=l J '} . 

·por consiguiente 

n-1 

Sk' + n = }; ªz Sk, + z (k' ~·O). Por lo tanto, la sucesión 

{ S k} : es de ~;ºfamilia de{ Rk}: (ver éCuación ( 1) ) y tiene los 

mismos valores )niciales (inciso (á) de esta demostración), por consi-. 
guiente: 

J loo J ·l··oo 
t Sk,Í o =)_Rkf o . 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión l ". . 

Se determina{ b;}: (ecuaciones (6)) y se obtiene 

h1=-7/6; b2 =- 1/2;b3 =2/3 

por consiguiente 

2) Sucesión de Fibonacci 

b1=-1/y5 ;b2 =+I/y5 

3) La sucesión de Fibonacci s~ pu~de~ generalizari F'k} 
. usando cualquiervalor cie{y}-)~:} , en ese caSo · 

.. ··· (V5 + J).y0 - 2y . . ·~ <'..JS - 1).Yo + 2y1 
b1 =-;__ 2 vs . . . b2 - 2 V5 
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La ecuación ( 5} es general paxa cualquier· v~lor entero de k, sea 
positivo o negativo, entendiéndose por R_ 1 . el váfor que se obtiene al 
despejarlo enla ~cuación (l}para k = - 1. 

en forma similar se obtiene R.2 , R. 3 , etc. 
' ' 

1 n-1 . 

~· . R_k =ªo [Rn-k -i~ aiRi-k] .. (~) 

. Obsérvese que los valo.res de Ja suCesi6n{Rk} para k <-O la gene-

ralizan y se puede hablar c1e{R}_•: . · ·.. . = 

A la relación (8) se Je llama la recurrencia inversa de{ Rk} 
0

, 

porque permite obtener un elemento en función de los n siguientes.· · 

EJEMPLOS: 1) Sucesión l" 

R.f =+ 1 

R.2 = - 3/2 etc. 

..... ' -3/2, 1, .:.:...1, 2, 1, 6, - 9, 

22, .... 
k ~ - 1; k = O;k=l ;· ... 

2) Sucesión de Fihonacci 

F-.1 =1 

F.3 =+2. etc; 

. {FRr: ..•.. T 5, - 3, 2, - 1, ~.O, l, l, 2, 3, S, 

8, . ~·. .. k= -'-l; k O;k...:.. J ... 
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·--.,' 

Corolariol 

Si: IZn l>IZn.1 I ~ .. 1Zn~2l ~· ... ~IZ11 
y además bn =F o se tieneqüe:· 

, Rk + l 
L1m. . . .. ·Z~ 
k-+oo Rk 

Demostración: Por el teorema 2 

n 
R ·"""-Zbzk+I 

k _+ 1 -i= 1 j . j 

n 

Rk =~ b·Z'! i=l J J 

Diviendo los !-los miembros y dividiendo numerador y denomina-

,dor por z~. . ;. b1•·. zj n 

Rk+t i~ Zn Zi 
_. 

. Rn i b Z¡ n 

i=1 Zn 

por bipótesisLím .. . r . =O (z.)k 
k-+oo Zn 

(i#=n) 

por lo tanto: 
. R 

L , ~. +1 1m · ··. 
k-+oo Rk 

bnZ~ --=z b n n 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión l " 

L,. -Rk +. t 2 
1m = 

k-+OO Rh . 

2) Sucesión de Fibonacci. 

, Fk + 1 
L1m . . - Z2 ~o +vs)/2 
k-+OO Fk . 

3) Sucesión generalizada de Fibonacci 

Fh+ 1. 
Fh =(l +VS)/2 Líni 

·k-+OO 
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Corolario 2. 

z . -
Si: _n_=-I;bn::/=O; IZnl>IZn-2l~ ... ~IZ1I 

Zn-1 . ' 

Se tiene que: 

Lím 
k-700 

Rk+ 2 =z2 
R 

n 
k 

La demostración de este corolario es similar ala del anterior. Est(; 
corolario es válido aún para raíces complejas. 

·Teorema 3. 

La sucesión{sk.t.: _definida como: 

n 

Sh =~ b·Z1!-
i=t J J 

donde: zj ::/= o para toda j 

Zi ::/=Zk,Si j ::/= k 

(9) 

es una sucesión linealmente recurrente. de orden n cuyos coeficientes 

~ -aj l n -
1 

son los coeficient.es de zi en el desarrollo del polinomio \ . ·'o 
~Z) =(Z - Zi) (Z - Z2) ••• (Z - Zn) (lo: 

( - aj =coeficiente de zi) 

Demo~trar;ión.. El polinomio característico de la familia de coe-
J l n ·_ 1 · 

ficiente, ( ai ( 
0 

es: 
n-1 

zn - ~ aizi=O 
a 

De la definición de las aj: 

n-1 

zn - ~ aj zi =(Z - Z i) , .. (Z - Z n) =O 
o 

donde a0 =fo O ya que Zi :fo O,i=I, . . '.,n. Además, por hipótesis las raíces 
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: ' 

'Ít 
1 

! 
1 

~· 

Z¡ son distintas, po:r lo tanto, si tomamos S0 , ... , Sn, como valores 
inici~les, por el Teorema 2 sabemos que existen C1 ~ ... , Cn, únicas tales 

que1asucesión {Rk }aelafamilia con coeficiente,· ªi puede escribirse · 

··· R ·e ;k+· · +· ··e z· .k 
k = . 1 b 1 ' ¡ •. :. ' n n . n 

Jor lo tanto bi = C¡ i-'-l, ~ .. n;y 

Concluimos que Sk es una sucesión·lineal recurrente de orden n. 
, esta demostración muestra el teorema 3. como consecuencia material 
~ . . . - . 

iel teorema 2.) 

'Corolario 3 .. Dada una familia de sucesiones recurrentes de.orden 
1, · se puede g~nf:;Yar una familia de orden n +r (r > O) que contenga a la 
?rimera.f amilia. 

\ 

Demostradón-

Sea<.p(Z}=zn +an_ 1 zn e 
1 +. .. + a 1 Z +ao 

'P(Z) (Z - a1)-(zn +an-l zn - 1 +, .. +a1 iz + a0)(Z - cxi)-== 

= zn+ 1 +(an-1 -Cxi)Z11 +Can-2 -0:1 an_i)Z11
• 

1 + .. . +(ao -
<X} a 1) Z - a0 cx1 

Para obtener la fórmula de recurrencia 

n n 

R ~ a 1 (Rk + ~ a · R¡,, ·) - z. a · ·. Rk 1 · (n.) k + l n-1 ·~-.i n~z + -z /J 
. i=l .... ·. i=l 

Si~S•} ~~~neCe a la fanrilia de coeficientes{ a, ( n · 
1 

f. .. . ~ fo 
n 

sk -~a -Sk· ncl -l y \. 
. 1 
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:-·.·.,· 

.· /. 

n 

Sk+ 1 =- ~ anÍ~k+ 1-i, 
. 1 

al su!>s~ttúr en(/3,)vemos que { sk r: satisface la. relación de recurrencia 

{ Sk} 
0

. pertenece ala familia así generada. Análogamente podemos de~ 
mostrar que se puede agregar tantas as como se quiera. 

Nótese que para obtenerlo como corolario del teorema 3, hay · ' 
, que pedir que las raíces deLpolinomio característico de la familia origi-

1
.·,·_; . 

nal sean distintas, y que <Xi -=fo a.jv 
1 

· i =F j · ' 

Los coeficientes de la nueva familia de sucesiones recurren-i l n + r- 1 . . .. · . 

tes) .,-A¡f 
0 

son los coeficientes .de Z1 en el desarrollo del polino- . 

mio· .O(Z): . , 
fJ(Z) = \f){Z) • (Z ~ CX¡) (Z __.., <X2) ••• (Z - O' r) (ri > O) 

donde <X¡ -:fo O {para toda i) .son parámetros arbitranos, y 5fJ(Z) es el·· 
polinomio característico de la prünera familia. O(Z) será el p_olinomio 
característico de la nueva familia. 
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EJEMPLOS: 1) Con la ~amilia de la "Sucesión J" se va a generar 
una familia de orden 3 + r (r.::... 2) 
8(Z) =(Z3 - 2 Z 2 

- Z + 2)(Z+ <X1) (Z - <X2) 

8(Z) =Z5 
---' (2 + cx1 + a2)Z4 -{l ,-2 a 1 - 2 a2 -

ª1 02) Z 3 -{2 ª1 ·ai .. - ª1 -' ª2 - 2) z2 

\ ,-\ -( ª1 ·0'z + 2 O'.¡ +, 2 <l'.2) z + 2 <X1 ·ai 

por consiguiente 

Ao =- 20'.1 ~;A1=<X1 <X2 +2(0'.1 +02); 
A2 = 2 a1 ~ - cx1 - a2 -'--- 2 
A 3 =1 ~ 2(<X1 +a2) - ~I a2 
A 4 =2 +cx1 +a2 

Si: a = 1 · rv __ ,...,,,. 3 · se_ o_ btiene 1 ., -_¿ . ' . . ' . 

Ao =- 6;A1 =ll;.A2 =O;A 3 =- IO;A4 =6 

1 
' 


