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1 Introduccion.

El propésito de este trabajo es mostrar como se aplica la transformada
de Laplace en la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales parciales
que aparecen frecuentemente en la Fisica e Ingenierfas: La ecuacién de
onda se estudia en la seccién dos. La seccién tres trata de la ecuacién
del calor y la seccién cuatro, de la ecuacién de Laplace. Estas tres ecua-
ciones se resuelven primero con el método de separacién de variables
y luego con la técnica que queremos mostrar: usando la transformada
de Laplace. Esto se hace con el fin de comparar ambas técnicas. En
la ultima seccién estudiamos el problema de la conduccién del calor
en una placa metdlica semi-infinita, el cual no se puede resolver por
separacion de variables.

Comenzamos con algunas definiciones bdsicas de la transformada
de Laplace.

Sea f:[0,00) — R, si |f(t)] < Me* para algunas constantes a y
M y para toda t decimos que f es de orden erponencial.

Para funciones f de orden exponencial definimos la transformada
de Laplace como:

F(2) = L{f(t)} = / et (0. 1)

F resulta ser una funcién analitica en alguna regién del plano complejo.
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Ahora, al resolver ecuaciones diferenciales usando la transformada
de Laplace, lo que se obtiene es la transformada de nuestra solucidn,
asi, se vuelve indispensable saber recuperar una funcién a partir de
su transformada. Esto se logra mediante la transformada Inversa de
Laplace. Esta se define por:

R0

— L 3 at ___1_ arioo zt
ft) = 57 lim ‘/1;1;6 F(z)dz = 5 /a_ioo e F(z)dz (t>0) (2)

donde F se define como en (1), Lg es el segmento de recta vertical
z=a+11, —-R <t < R tal que todos los polos de F estén a su
izquierda.

Ahora, bajo ciertas condiciones muy generales, se demuestra usando
el Teorema del Residuo, que si |F(z)| < Mg (para z en el semicirculo
Cr de la figura de abajo), donde Mpg tiende a cero cuando R tiende a
00, entonces:

f(8) =) Resems, [ F(2)] (3)
k=1

donde 2y, ..., z, son los polos de F'.
El camino de integracién usual para aplicar el Teorema del Residuo’

es el siguiente: )
/ atiR
Cr

a—-iR

.

Para una funcién de dos variables u(z, t) definimos su transformada

1Consulte [2], pagina 193.
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de Laplace como antes, considerando z como constante, es decir,
o.¢]
w(z, 2) = L{u(z, 1)} = / etz t)dt.
0
Y su transformada inversa serd, siguiendo (2):
1
u(z,t) = — [ e*u(z,2)dz 4
@8 = 5 [ ula2) (@)

donde C es el camino de arriba que consta de Lg seguido de Cp.
Las propiedades de esta transformada que estaremos usando son:

Ou(x,t) du(z, 2)
ﬁ{ Or } T T dr (5)
c{au—(a“;’t—)} - 2u(z, 2) — u(z,0). (6)
2u(z
c{z%} = 22u(z, 2) — 2u(z, 0) — %u(m, 0). (7)

Estas propiedades se obtienen de la definicién de la transformada? para
funciones de una variable y usando integracién por partes.

2 TUna ecuacion diferencial hiperbdlica.
La ecuacién de Onda.

El desplazamiento vertical u(xz,?) de una cuerda de longitud L muy
tensa satisface, bajo ciertas condiciones, la ecuacién de onda:

Pu(z,t)  ,0%(z,t)
a2 oz

Se desea resolver esta ecuacién sujeta a las condiciones:

(8)

u(0,t) =0; u(L,t) =0; (condiciones de frontera).
ou
ot

Un método estandar es el de separacidn de variables * Se comienza
proponiendo una solucién de la forma:

u(z, t) = k(z)h(t).

2Para ver m4s detalles consulte [3] pagina 96.
3Para detalles puede consultar el libro de D. Zill de ecuaciones diferenciales.

u(z,0) = f(z);

(z,0) = g(x); (condiciones iniciales).
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Al sustituir en la ecuacién diferencial se obtiene un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya solucién es:

k(z) = cq cos(Az) + c2 sen(Az)

y
h(t) = c3cos(Act) + casen(Act).

Hemos supuesto que f(z) = sen(Z%) y g(x) = ¢ f(x). Al aplicar las
condiciones iniciales y de frontera, se obtiene:

k(x) = sen (%)

et mct
h(t) = cos (—) + sen (——)
(t) 7 7
Asi, al multiplicar estas iltimas funciones se obtiene la solucién de
nuestra ecuacién:

u(z,t) = sen (%) [cl cos (Zr—Lc—t) + ¢z sen (ZT—LCI)} (9)

Nos proponemos obtener esta solucion usando las técnicas de la trans-
formada de Laplace.

Tomando transformada en (8) y aplicando las propiedades (5)-(7),
obtenemos:
d? 22 0 )
gﬁu(x, z) — C—zu(x,z) = —(z/c*) f(x) — (1/c*)g(x)
la cual es una ecuacién diferencial ordinaria considerando z como cons-
tante.

Aplicando el método de variacién de pardmetros, con f(x) = sen("%)
y 9(z) = < f(x), se obtiene la solucién:

z+mefL

U(ZL’, Z) = A(z)e_%:" =+ B(Z)G%x + z—zm

sen(wz/L)

donde los dos primeros términos son de la solucién de la ecuacién ho-
mogénea vy el iltimo de la solucién particular. Ahora aplicamos condi-
ciones de frontera:

u(0,2) = L{u(0,t)} =0

u(L, 2) = L{u(L,t)} =0
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para obtener los valores de A y B. Es decir, u(0,z) = A+ B = 0, por
lo que A = —B. Ademis, u(L,2) = Ae”:L — Aes’ = 0 implica que
A =0y por consiguiente B = 0. Asi, '

z+mc/L T
’LL(.’E, Z) = T 22 sen (T) .
2+ 3

cuyos polos son: z; = emi/L y 2, = —cmi/L. Los residuos en dichos
polos de e*'u(z, z) son:

e L(rci/L + mc/L) Tz

Res;=, = 2mei/L Sen(f)
’ L (—meif /L)
e " —qrei /L + me/L L
RSz, = “2rci/L sen(Z)

Ahora verificamos que u(z, z) cumple con lo pedido para aplicar la
ecuacién (3): Sea z en Cp, entonces z = a + Re con 7/2 < t < 3n/2.
Asi,

z—1 T R+a-1
——=zsen|—}| < = Mpg.
lz2+c2L7;2 n(L)I‘ R%? 4+ 2aRcost + a? &

Esta Mg tiende a cero cuando R tiende a infinito. Por lo tanto, podemos
aplicar la ecuacién (3) para obtener:

u(z,t) = i Res,, [e*'u(z, z)] = sen (%x) (cos(wct/L) + Sen(ﬂct/L))..

la cual es la solucién obtenida en (9), salvo constantes.

3 Una ecuacioén diferencial parabdlica. La
ecuacion del calor.

El problema de la transmision del calor en una varilla de longitud L
con una temperatura inicial f(z) se modela con la ecuacién diferencial:

Pu(x,t) _ 1 du(x,t)
or2 ¢ ot

Se trata de resolver esta ecuacion sujeta a las condiciones:

(10)

u(0,t) =0; u(L,t) =0 (condiciones de frontera)
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u(z,0) = f(z) ; (condicion inicial).

Nuevamente, el método de separacién de variables nos da:

027I'2
u(z,t) = e~ L7 'sen (W—LQE) (11)

suponiendo que f(z) = sen(%%). Procedemos como antes, tomando
transformada en (10) y aplicando las condiciones iniciales y de fron-
tera, obtenemos:

d?u(z, z)

dz?

— %u(m, z) = —%.

cuya solucién, usando otra vez variacién de paradmetros, es:

u(z, 2) = A(z)e"gm + B(z)e’g’ _ L[ f(t) senh (l/c—z(a: — t))dt.

C\/% Jo

Ahora, suponiendo que f(z) = sen(wz/L) y aplicando las condiciones
iniciales y de frontera, obtenemos:

wLc
A =
(2) —24/2(zL? + c*7?)
d L
wlc
B(2) = .
(2) 2v/2(2L? + ?r?)
Por lo tanto, después de hacer las simplicaciones adecuadas, tenemos:
_ sen(mz/L)
u(z,z) = panRcyy R

Ahora verificamos que u(z, z) esta acotada por una constante que tiende
a cero: sea z en Cr, donde podemos tomar a = 0 puesto que el polo de
u(z, z) estd en el eje X negativo, asf,

| sen(nz/L) | 1
z+2r?/L2' ~ R— ?n?/L?

y asi, podemos aplicar la ecuacién (3) para obtener nuestra solucién:

—e2-24/72 T
u(z,t) = Res,—_c2q2/12 e*u(r,z) =e " /L sen (T)

la cual es la obtenida en (11).



LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA FiSiCA E INGENIERIAS 7

4 Una ecuacion diferencial eliptica. La
ecuacion de Laplace.

La ecuacién de Laplace surge cuando se trata de hallar la temperatura
de estado estable u(z,y) en una placa rectangular de L x H, de bordes
aislados. Cuando no escapa calor del borde de la placa se resuelve la
ecuacion de Laplace:

d?u(z,y) N Pu(z,y)

0. 12
Ox? Oy? (12)
sujeta a las condiciones:
u@,0) = 0; 5o(z,0) =0

u(0,y) =0;  u(L,y) = cos(my/H) = f(y)-
Tomamos transformada en (12) y aplicamos (5)-(7) para obtener:

Ou(z,0)

Oy =0

Eﬁu(x, 2) + 2*u(z, 2) — 2u(z,0) —

recuerde que, considerando = como constante, u(z, z) es la transforma-
da de Laplace de u(z,y). Usando las condiciones iniciales, obtenemos:

wu(x, z) + 2*u(z, z) = 0.

Resolviendo esta ecuacién diferencial ordinaria tenemos:
u(z, 2) = A(z) cos(zz) + B(2) sen(z2z). (13)

Ahora, 4(0,2) = L{u(0,y)} = 0 implica que A(z)=-B(z). Y u(L,z2) =
L{u(L,y)} = L{f(y)} = F(2) nos d4:

____F@)
Ale) = ~ 2senh(zLi)
y Blz) = 2L
o= 2senh(zLi)

Como f(y) = cos(my/H) entonces su transformada de Laplace es:

z
22+ w2/H?
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Asi, sustituyendo estas igualdades en (13) y después de simplificar ob-

tenemos:
zsen(zzx)

(22 + n2/H?)(sen(zL))

cuyos polos son 2z, = wi/H , 29 = —ni/H y w, =nn/L(n =0,1,2,...).
Hay que aclarar aqui, que éstos polos son los que quedan dentro de otro
camino de integracién, que es como nuestro camino original solo que
el semicirculo queda en el semiplano de la derecha con a = —1/2 por
ejemplo. Puesto que el grado del denominador de u(z, z) es mayor que
el del numerador, como antes vemos que u(z, z) estd acotada por una
constante que tiende a cero, asi, podemos aplicar la ecuacién (3).

u(z, z) =

Ahora, aplicando fracciones parciales tenemos que:

e™/H sen(miz/H)
zy -
Ress, e™u(, 2) 2sen(miL/H)
’ /! sen(—miz/H)
e~ ™% sen(—mix/H
Res,, e¥u(z, z) = =73
5z €7u(, 2) 2sen(—miL/H)
Ademas,

z—w ze*¥ sen(zr)
Res,, e*Yu(z,z) = (li " lim S—————2
wn €002, 2) (Z_LILIH sen(zL)’ zowa 22 + 72/ H? )

_ (=1)"nm  sen(nwz/L) .
L?  n?m?/L?+ w2/H?

nny/L

Ahora, usando la ecuacién (3), obtenemos,

_ sen(miz/H)
u(z,y) = Wcos(wy/fl)—l—

T = (_1)nn nry/L
Iz Z W2 L2 £ 12 I sen(nmx/L)e™™V/L.

n=0

La cual se comprueba facilmente que es solucién de nuestra ecuacién.

5 Un ejemplo que no es de variables se-
parables.

Ejemplo 5.1. La ecuacién

0*U(z,y, 1) N U (z,y,t) _ oU(z,y,t)
Ox? Oy? - ot

(14)
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sujeta a las condiciones iniciales y de frontera:

U(0,y,t)=0 (15)
U(r,y,t) =0 (16)
U(z,y,0)=0 (17)
U(z,0,t) = 100 (18)

donde 0 <z <7,y >0,t>0, |[Uyt) < M, modela la
temperatura de una placa semi-infinita de espesor 7, que esta a 100°C
y los bordes semi-infinitos estan a 0°C.

o°C 0°C

=Y

0 100°C T

Si la temperatura inicial es de 0°C, se desea hallar la temperatura
de cualquier punto en cualquier instante de tiempo.

Sea u = u(z,y,z) = L{U(z,y,t)}. Tomando transformada en nues-
tra ecuacidn, considerando ahora a x y y constantes, y usando las ecua-
ciones (5) y (17) obtenemos:

Fu ,
dr?  Oy?

= ZU.

Ahora tomamos transformada seno, es decir, multiplicamos por sen(nx)
e integramos de 0 a 7 para obtener:

T 92 T
/ Ou sen(nz)dzr + | = sen(m;)d:c = / zusen(nzx)dz.
o Oz 0
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Sea v = fo" usen(nz)dz. Después de resolver estas integrales y aplicar
las condiciones (15) y (16) obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria
en v:

cuya solucién es
v = Aey\/z+n'z +Be-—y\/z+n7

Ahora, v estd acotada cuando y tiende a infinito, por lo que A = 0. Asi,

v = Be Yv#tn

Ahora usamos la ecuacién (18) para obtener

200

B =u(n,0,2) = /:(100/2') sen(nz)dzr = —

para n impar. Es decir,

200~ ¥VEtn

v
nz

Para el lector familiarizado con la transformada de Fourier, lo que hi-
cimos fue tomar la transformada seno. Ahora u es la transformada
inversa de v, por lo que:

sen(nz) e"¥v?+’
u(z,y, z) = (400/) Z en(nz) .

n impar

n z

Ahora, la solucién a nuestro problema es:

sen(nz) eTyvetn

Uz, y,t) = L7Hu(z,y,2)} = (400/7) LT ——}
n impar
(19)
Es decir, debemos calcular
_1 e"'y\/z
=]

Ahora, la funcién /z = e{l/209(2) " es decir, es la composicién de la
exponencial con el logaritmo complejo, el cual sabemos que es una
funcién multiforme, esto es, no esta bien definida en todo el plano
incuyendo el cero, asi, para que sea analitica debemos quitar al plano
complejo un rayo, se usa por lo tanto el siguiente camino:
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a+iT

g
N
g3

a—iT
A

en este caso estamos quitando el eje X negativo junto con el cero, es
decir, estamos tomando la rama principal del logaritmo. Ahora, sea

ezt—y\/?

fz) = ,

¥

luego, por el teorema de Cauchy,

1
%lf(z)dz = 0,

donde 7 es el camino de arriba. Por otro lado:

/f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + (2)dz+
y AB BCD

f
DE

f(2)dz + f(z)dz + f(2)dz.
EFG GH HIA

Veamos que las integrales a lo largo de BCD y HI A valen cero cuando
R tiende infinito: sobre BCD, z = Re*, sy < s < m, donde sq es el
argumento de a + iT. Note que

e_y\/E e"y\/ﬁcos(s/2)
= <1/R.
, z R <1/
Luego,
n/2 _zt ,—yJz w 2t —yz
‘ f(z)dzl 5/ Ldz’—l—/ f——‘f——dz[
BCD 0 z /2 <
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/2 b
< _1_ eRt cos(s)ds + l / eRt cos(s)ds
R /2

50

< l/tbo emsen(¢)d¢+l/” e*Rtsen((b)dfﬁ
“ R 0 R /2

en donde hicimos s = m/2 — ¢ en la primera de estas dos ultimas
integrales y s = 7/2 + ¢ en la ultima, ademds ¢y = 7/2 — s¢ implica
sen(¢g) = cos(sg) = (a/R) > sen(¢), luego

1 do Rtsen(@) 1 do . eat¢0
- en(9) J4h < — at Jh —
R/O ¢ s R/O ehdo =7

l/" e——Rtsen(¢)d¢ < l/ﬂ/2 e*2Rt¢/ﬂd¢ — ™ (1 _ eRt)
R). =%/, 2R |

los cuales tienden a cero cuando R tiende a infinito. Andlogamente
se ve que la integral a lo largo de HIA vale cero cuando R tiende a

infinito. Ahora, sobre DE: z = —z con z de R a e¢. Entonces,
€ -zt ,—yiv/zT
f(2)dz = / c °  dr
DE R T -

Analogamente, sobre GH:

€ —zt yivT
f(z)dz:/ £

GH R T

Sumando estas dos integrales nos queda:

f@de+ | f2)dz = 2¢/R sen(yyT) )
DE GH €

T

Sobre EFG: z = €e®, tenemos:

f(Z)dZ = Z/ eetew—y\/gew/zdo'
JEFG .

Haciendo tender € a cero, y pasando al limite dentro de la integral,
vemos que esta vale —27i. Tenemos ya todas las integrales que necesi-
tamos, asi,

L_l{e*y\/?} 9 [otoo ezt—y\/?dz — —  lim _L[ . f(2)dz+

z VT Jocico 2 R—00,6-0 273
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f(2)dz + f
EFG GH

(z)dz] =1- H /Ooo de_

T T

Haciendo z = u? en la iltima integral, obtenemos:

00 -t oo ,—u’t
1/ e sen(y\/E)dx _ 2/ e sen(yu)du.
0 0

U

m x T

Esta integral vale

9 y/2vt _u2d
——] [ U
7

y el lector puede consultar para los detalles el libro ([3]) que aparece
en la bibliografia.

Usando ahora el hecho de que

obtenemos que

_y‘/;, (o))
E‘l{e } = —2—/ e~ du.
z VT Jyavi

Haciendo el cambio de variables v = y2/4u?, nos queda finalmente:

—yvz t
R G B
0 K%

Usando el teorema de traslacién obtenemos que:

£"1 e—y\/z+n7 _ t Yy /v —nzvd
——?—— = 2\/71__036 e V.
0

Asf, regresando a nuestra ecuacién (19), obtenemos finalmente nues-
tra solucién:

t
, _ 3/2 z sen(nz) Y g2ty n?
U(I’y,t) B (200/7T ) € n 0 1)3/26 vi%em d.
n impar
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