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1. Introducciéon

Los procesos de decisiéon o control markovianos modelan sistemas diné-
micos estocasticos controlados, es decir, sistemas cuya evolucion esta
sujeta a factores aleatorios y que puede modificarse por medio de la
seleccién de ciertas variables de decisién o de control. Este tipo de mo-
delos surgen en un sinntimero de areas de la ciencia y la ingenieria como
finanzas [0, [40], 42], economia [27, [44], robética [14], programas de sa-
lud [17, 30}, B35], redes de comunicacién [II, [16] 32] [56], aprovechamiento
de recursos naturales (pesqueros [2, [46] 47]); acuiferos [28], 54 [55]; pe-
troleros [5 (B3]), sistemas de transporte [41], sistemas de produccién
e inventario [I5], programas de mantenimiento y remplazo de equipo
[26], 34], etc. Las referencias [10], 19, 20} 22, 50, 51, 52] ofrecen exten-
sas listas de referencias sobre applicaciones de los procesos de decisién
markovianos.

Fue Richard E. Bellman (1920-1984) quien abrié el campo de estudio
de los procesos de decisiéon markovianos. Su interés por esta clase de
procesos surgié durante las primeras visitas que hizo a Rand Corpora-
tion a finales de los 40’s del siglo pasado, y en un corto plazo terminaron
convirtiéndose en su principal proyecto de investigacion. En su primer
trabajo sobre el tema, publicado en 1952, Bellman [§] declara que estd
interesado en

... una clase de problemas matematicos que surgen en situa-
ciones en las que se requiere la ejecucion de una sucesion
finita o infinita de operaciones para alcanzar un resultado
deseado.

Bellman se refirié a tales problemas como «programas dinamicos» y
al enfoque que utilizé para resolverlos le llamé «programacion dindmi-
ca». Posteriormente, en su trabajo de 1957, Bellman [9] usa el nombre
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«proceso de decisiéon markoviano» para referirse a un programa dinami-
co cuyo mecanismo de evoluciéon es aleatorio y satisface una propiedad
«markoviana o de pérdida de memoria». Actualmente, la literatura so-
bre el tema también puede aparecer con alguno de los siguientes titulos:
«procesos de decision de Markov», «procesos de control de Markov»,
«procesos controlados de Markovs, «programacion dinamica estocéasti-
ca», o simplemente como « programacién dinamica», usandose este tlti-
mo nombre indistintamente para sistemas deterministas o estocéasticos.

Bellman recibié por su invencién y desarrollo de los procesos de
decisién markovianos innumerables reconocimientos y premios [4], [13].
Ademas de su agenda de investigacion, Bellman desarrollé una intensa
actividad editorial: fundé las revistas de investigacién «Mathematical
Biosciences» y «Journal of Mathematical Analysis and Applications»;
también fue editor fundador de la serie «Mathematics in Science and
Engineering» de la editorial Academic Press. Las resenas [4, [7), 12 [13,
29] dan cuenta del surgimiento de la programacién dindmica y aportan
elementos biogréaficos sobre Bellman, asi como de sus distintos intereses
matematicos y cientificos.

El nicleo de la teoria de los procesos de decision markovianos es el
problema de control 6ptimo, es decir, el de la seleccion de las variables
de decisién que lleven a una evolucién optima del sistema estocastico
con respecto a algin criterio de funcionamiento o desempeno. El es-
tudio de tal problema descansa en la teoria de procesos estocasticos,
particularmente, en la teoria de procesos de Markov—en tiempo discreto
y continuo—y hecha mano de distintas ramas de las matematicas como
analisis real, teoria de integracién abstracta de Lebesgue, topologia,
andlisis funcional, teoria de matrices, programacién lineal y no-lineal,
entre otras.

El propdsito del presente trabajo es dar una introducciéon breve y
elemental a esta clase de procesos y para ello elegimos el problema
de control 6ptimo en costo promedio. Presentaremos dos de las con-
tribuciones centrales para este problema, la ecuacién de optimalidad
y el algoritmo de iteracion de politicas, pero considerando tinicamente
modelos con espacios de estados y controles finitos. En la seccion 4,
se muestra que la validez de la ecuacién de optimalidad garantiza la
existencia de una politica estacionaria 6ptima; por otra parte, el algo-
ritmo de iteracién de politicas, el cual se presenta en la seccion 6, es un
procedimiento iterativo para encontrar dicha politica numéricamente.
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2. El problema de control é6ptimo

Para plantear el problema de control éptimo se requiere especificar el
modelo de decisiéon o control, la familia de politicas de control admi-
sibles y el indice de funcionamiento que se desea optimizar. En esta
seccién se introducen brevemente estos elementos; el lector puede en-
contrar una descripcién detallada en las referencias [10, 19, 20} 22].

Modelo de decisién. Un modelo de decision markoviano consiste
en la coleccién

M =X, A, {A(z) : x € X},Q,0),
donde:

(a) X es el espacio de estados, el cual supondremos es un conjunto
discreto (es decir, es un conjunto finito o numerable);

(b) A es el espacio de controles, el cual también supondremos es un
conjunto discreto;

(c) Para cada x € X, el conjunto A(x) representa al conjunto de los
controles admisibles para el estado x € X. Al conjunto

K:={(r,a) e Xx A:a€ A(x),z € X}

se le llama conjunto de los pares admisibles estado-control. Un
selector de X en A es una funcién f : X — A que satisface la restriccién

f(z) € A(z) para cada = € X. La clase de los selectores se denota por
F.

(d) @, la ley de evolucién del sistema, es una probabilidad de
transicién sobre X dado K, esto es,

(i) Q(y|z,a) > 0 para todo (z,a) € K,y € X;
(i) > ex Qylz,a) = 1 para todo (z,a) € A(x).
e) C, la funcién de costo por etapa, es una funcién de K en R.
C, la funcion d funcién de K en R

Un modelo de decision o control markoviano representa a un sistema
estocdstico que evoluciona en tiempo discreto de la siguiente manera:
en el tiempo n = 0, el controlador observa el estado del sistema xg =
x € X y elige un control ag = a € A(x) con un costo de operacién
C(z,a). Luego, el sistema transita a un nuevo estado x; = y € X con
probabilidad Q(y|z,a), esto es,

Q(ylz,a) = Prlz1 = ylzo =z, a9 = al.
Una vez que se da la transicion, el controlador elige otra vez un control
a; = b € A(y) con un costo C(y,b), y el sistema se mueve a un estado

x9 = z con probabilidad Q(z|y, b). Este proceso se repite una y otra vez
hasta cierto tiempo N < oo conocido como horizonte de planeacion.
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Si N < oo se dice que el problema de control tiene horizonte finito; en
caso contrario, es un problema en horizonte infinito.

Una historia admisible del sistema controlado hasta el tiempo n €
Ny es un vector de la forma

hn = (.CC(), g, T1,015 -5 Tp-1, An-1, xn)
donde (zy,ax) € Kparak=1,...,n—1,y z, € X. Al conjunto de las

historias admisibles hasta el tiempo n € Ny lo denotaremos como H,,.
Note que Hy = X y que H,, = K" x X para cada n € Nj.

La distribucién del proceso estocdstico controlado {(x,,a,)} gene-
rado de esta manera satisface la siguiente propiedad de Markov o de
pérdida de memoria:

QWlr,a) = Pr 1 = ylan = 2,0, = d

= Prlzn, = ylhn, 2, = z,a, = d] (1)

para todo h, € H,, (z,a) € K,y € X,n € N. Esta propiedad se puede
formular equivalentemente de la siguiente forma:

Zv (y|z,a) = Ev(tps1)|T, = 2, a, = al,

yeX
= Ev(zpi1)|hn, xn = ,a, = al, (2)

para aquellas funciones v : X — R tales que la serie del lado izquierdo
sea convergente.

En muchas aplicaciones la evolucion del sistema controlado no se
expresa directamente con probabilidades de transicién sino como un
sistema dinamico

Tp+1 = F(:cn,an,wn), ne N7

IOZQTGX,

donde F' es una funcién de K x W a X y la sucesién {w, } esta formada
por variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que
toman valores en un conjunto discreto W.

La dinamica de estos sistemas también se puede representar en térmi-
nos de probabilidades de transicién. Para ver esto, denotemos por p(-)
a la funcién de probabilidad (comtn) de las variables {w,}, es decir,
p(w) := Prw, = w], w € W,n € N. Entonces, la ley de evolucién del
sistema estda dada como

Qy|r,a) =Prlz, € Blz, =z,a, = a],

= Pr[F(z,a,w,) € B,

= > plw),

wEWy q
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donde W, , :={w € W: F(z,a,w) € B}.

Para estos sistemas los costos de operacion en un paso se expresan
como C(zy, ag, wy) donde C' es una funcién de K x W a R. En estos
casos la funcion de costo por etapa se obtiene como

C(z,a) := ZC’(m,a,w)p(w), (x,a) € K.
weW

Politicas de control admisibles. En términos generales, una politica
de control admisible 7 = {m,} es una sucesién de «reglas» para elegir
controles admisibles en cada etapa de decision y se clasifican como
dependientes de la historia, aleatorizadas, deterministas, markovianas
o estacionarias. Para simplificar la exposicién nos restringiremos a la
clase de las politicas markovianas deterministas, las cuales se introducen
a continuacion.

Una politica de control markoviana (determinista) = = {f,,} es una
sucesion de selectores de X en A. Si f, = f € F para todo n € Ny
diremos que la politica 7 es estacionaria y la identificaremos con el
selector f. Denotaremos por II,, a la clase de las politicas markovianas
e identificaremos a la clase de las politicas estacionarias con la clase de
los selectores F.

Para facilitar la presentacion en la partes subsiguientes de este tra-

bajo intoducimos la siguiente notacién. Para cada f € Fy cada z € X
defina

Qrylz) = Qylz, f(2)), (3)
Cyp(z) == Clz, f(x)). (4)
En general, para una funcién v : K — R usaremos la notacién
usp(z) =u(z, f(z)), z€X,fePF.

Ademds denotaremos por )y a la matriz con coeficientes
{Qr(ylz)}ayex-

Para cada politica 7 = {f,,} € II,,, de la propiedad se sigue que
el proceso de estados {z,} es una cadena de Markov no-homogénea
con matrices de transicién en un paso @,,n € Ny. Si la politica es
estacionaria, es decir, f,, = f € F para todo n € Ny, entonces {z,} es
una cadena de Markov homogénea con matriz de transiciéon en un paso

Q.

Indice de funcionamiento. Suponga que el estado inicial del sistema
es x9 = ¢ € X. La aplicacién de una politica de control 7 = {f,,} € 11,
genera el flujo de costos aleatorios

C(zo,a0), C(z1,01), ..., C(xp, an), - ..

donde a,, = f,(z,) para todo n € Ny. Estos costos se pueden acumular
de distintas maneras para medir el funcionamiento de sistema, dando asi
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origen a distintos indices de funcionamiento. Usualmente, estos indices
se definen en términos del flujo de costos esperados

ETC(xg,a0), EIC(z1,a1), ..., E;C(Tp, ay), . ..

donde E7 denota la de esperanza mateméatica—o valor esperado—dado
que el estado inicial es o = x y la politica de control que se aplica es
7w = {f.}. Los indices o criterios de funcionamiento mas comunes son
los siguientes:

e costo total (esperado) en N etapas con descuento o €
(0, 1]:

=2

VNa(m z) = g A" ET[C (g, a) + N Cp(zy)], (5)

B
Il

donde la funcién Cr : X — R representa un costo terminal, es
decir, por parar el proceso de control.
e costo total (esperado) en horizonte infinito:

V(m, x) = Z ETC(zk, ay). (6)

k=0
e costo total (esperado) en horizonte infinito con descuento

a e (0,1):

Va(m, ) ==Y a*E7C(wx, ax). (7)

k=0

e costo promedio (esperado) por etapa:
1 n—1

J =1 —» E7C 8
(n,2) = lisup - 3~ EXClon ) ®)

Problema de control 6ptimo. Una vez que se ha especificado un indi-
ce de funcionamiento H (7, x)—ya sea alguno de los anteriores o cualquier
otro—el problema de control 6ptimo consiste en encontrar una politica
m* € 11, que satisfaga la igualdad

H(r*,x) = H*(x) := 7r1'€I%If H(m,z) Vo e X.

De los indices anteriores, el indice en costo promedio es el que
plantea los mayores retos matematicos para la solucién del problema de
control 6ptimo. De hecho, se considera que dicho problema no es un solo
problema, sino una familia de problemas [3], y se tienen ejemplos en los
que el problema de control éptimo no tienen solucion, o si la tiene, la
solucién no es «buena»; las referencias [36, B8] proporcionan ejemplos
que ilustran esta afirmacion. En general, para garantizar que existen
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soluciones para este problema se requiere que el modelo de control sa-
tisfaga una serie de propiedades que pueden considerarse restrictivas.
Sin embargo, para modelos con espacios de estados y controles finitos,
sin imponer alguna condicién adicional, se ha demostrado la existencia
de politicas estacionarias éptimas [3, Teo. 4.3].

3. Indice en costo promedio

El costo (esperado) en n-etapas generado por operar el sistema
bajo una politica m € I1,,, dado que el estado inicial es ¢y = z esta dado

por
n—1

() = EgZC(xk,ak), n € N. (9)
k=0
El costo promedio por etapa se define como

1
J(m,x) = limsup —J,, (7, ). (10)
n—oo T
A la funcion
J*(z) = inlf[ J(m,x), x € X, (11)
(S

se le llama funcion de valor 6ptimo en costo promedio. Diremos
que la politica 7* € II es 6ptima en costo promedio si

J*(x) = J(n*,x) VreX. (12)

Como mencionamos previamente, el problema de control 6ptimo en
costo promedio no siempre tiene solucién. El siguiente ejemplo, tomado
de [39, p. 142], muestra este hecho.

Consideremos el modelo de decisién especificado de la siguiene ma-
nera:

e X={1,-1,2,-2,3,-3,--- };

o A =A(x)={1,2};

e Qo+ 1]z,1) = Q(—alr,2) = 1;

o Q(z|r,1) =Q(x]z,2) =1 si o < —1;

1 si z>1

e C(x,1)=C(z,2) = { 0z sioz<—1.

En palabras: si g = x < —1, el proceso permanecera en dicho estado
para siempre con un costo 1/|z| por cada etapa de decisién. Por otro
lado, si xg = x > 1 y se elige el control ay = 1, el sistema transita al
estado z1 = x + 1 con un costo igual a 1; si se elige el control ag = 2 el
sistema se mueve al estado 1 = —z con un costo 1/|z| y permanecerd
en dicho estado para siempre con el mismo costo por cada etapa.
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Es claro que J*(z) = 1/|z| si &y = = < —1. Mostraremos que
J*(x) = 0 si ky = x > 1. Para hacer esto, suponga quezy = 1y
considere la politicas estacionarias

1 si 1<z<k,
mw={y 5 15%

definidas para k > 1. Después de realizar algunos calculos se obtiene
que

T 1)_{ n - si n<k.
’ k+ . si n>k.
Entonces,
0<J(1) < J(f™, 1) = %
Puesto que n es arbitrario, concluimos que J*(1) = 0. De forma anéloga

se demuestra que J*(z) = 0 para todo = > 1.
Ahora considere una politica arbitraria m € II, y observe que sdlo
una de las siguientes situaciones puede presentarse:

e 7 siempre elige la accién de control 1, en cuyo caso J(w, 1) = 1;
e 7 elige el control 2 en alguno de los tiempos de decisién; denotemos
por 1 al menor de estos tiempos. Entonces,

1
1) > = .
J(m, )_ﬁ>0

De la desigualdad anterior se concluye que no existen politicas 6pti-
mas en costo promedio para este modelo.

El ejemplo anterior hace evidente que si no se tienen propiedades
de «recurrencia» adecuadas no se puede garantizar la existencia de
politicas 6ptimas en costo promedio. Estas propiedades usualmente se
garantizan haciendo algunos supuestos sobre el modelo de control y
su eleccion dependen del enfoque o esquema que se use para estudiar
el problema de control 6ptimo en costo promedio. A este se le puede
abordar como limite de programas descontados, o plantearse como un
problema de programacion lineal o como un problema de optimizacion
convexa; también se puede estudiar por medio del algoritmo de itera-
cion de valores o del algoritmo iteracién de politicas, o directamente por
medio de la ecuacion de optimalidad. Estos enfoques, si bien son distin-
tos y en general requieren de supuestos diferentes, también pueden ser
complementarios. De hecho, en este trabajo estudiaremos el problema
de control en costo promedio por medio de la ecuacién de optimalidad
y el algoritmo de iteracién de politicas.

En la seccion 4 veremos que la validez de la ecuacion de optimalidad—
es decir, la existencia de soluciones a dicha ecuacion—garantiza bajo cier-
tas condiciones la existencia de una politica estacionaria 6ptima. En la
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seccion b estudiaremos el algoritmo de iteracion de politicas introducido
por Ronald A. Howard. Este algoritmo calcula en cada etapa de ejecu-
cién una politica estacionaria con un costo promedio igual o menor que
el costo generado por la politica calculada en el paso anterior; entonces,
si se excluyeran la aparicién de ciclos, podria esperarse que dicho al-
goritmo finalice identificando a una politica estacionaria con el menor
costo posible entre todas las politicas estacionarias. En la seccién 5,
bajo el supuesto de que se satisface una condicion de «irreducibilidad»
y considerando modelos con espacios de estado y controles finitos, mos-
traremos que esto ocurre en un numero finito de pasos y que ademas
se cumple la ecuacion de optimalidad, lo cual a su vez garantiza que la
politica identificada por el algoritmo es éptima.

4. Ecuacion de optimalidad en costo promedio

La ecuacién de optimalidad o ecuacién de Bellman (en costo
promedio) correspondiente el modelo de decision M =(X, A, {A(z) :
x € X}, Q,C) es la ecuacién funcional

P ht(x) = f [Clx,a)+ ) W (y)Qylr,a)] Vo eX,  (13)

a€A(x) =

donde la «incognita» es el par formado por el escalar p* € R y la funcién
h* : X — R. Si este par existe, diremos que la ecuacion se cumple o
que es valida, y diremos que (p*, h*) es una solucién de la ecuacién de
optimalidad. Si adicionalmente existe un selector f* € F tal que f*(z)
alcanza el infimo en para cada x € X, es decir,

PN (@) = Cla, f*(@) + Y W (y)Qylx, f*(x)) Vo€ X,

yeX

diremos que (p*, h*, f*) es una terna candnica. Observe que si usamos
la notacion ([3)-(4)), la igualdad anterior se expresa como

pr+h"=Cp+Qph"

El siguiente teorema muestra la importancia de la ecuacion de opti-
malidad para la solucién del problema de control en costo promedio.

Teorema 4.1. Si existe una solucion (p*, h*) de la ecuacion de opti-
malidad tal que

1
lim —ETh"(xz,) =0 Ve X,mell, (14)

n—oo N,
entonces

J*(x) > p* VreX.
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Si adicionalmente existe f* tal que (p*, h*, f*) es una terna candnica,
entonces p* es el costo promedio optimo y f* es una politica estacionaria
optima, es decir,

J () =J(f*,x) =p* VereX.

Demostracion. Fijemos x € X y m = {f,} € II,,. Puesto que (p*, h*)
es una solucién de la ecuaciéon de optimalidad, tenemos que

p 4+ h(z) < C(z,a) + Zh* (y|lx,a) VY(z,a) € K.
yeX
Entonces, usando la propiedad , resulta que
p*+ h*(vg) < Clag,ag) + EX[R" (vps1)|2] Vo € X,k € Ny,

de donde se sigue la desigualdad

n—1 n—1
np* <Y Clag, ar) + > [ET[R" (wxs)|ax] — b7 ()],
k=0 k=0
Ahora observe que
n—1 n—1
E7 Y B[R () |za] — b ()] = D [ETR" (zh41) — ETh" (x4)]
k=0 k=0

= ETh"(x,) — ELh" ()
= E7h*(zn) — h¥(2),
lo cual combinado con la desigualdad anterior implica que
n—1
np* < E} Y C(xg, ar) + EJh*(z,) — h*(x) Vn € N.
k=0
Entonces, dividiendo ambos lados en la desigualdad anterior por n y
tomando limite cuando n tiende a infinito, de la condicion se ob-
tiene

J(m,x) = p".
Puesto que 7w € Il y € X son arbitrarios, se concluye que

J(z) > p* VreX O

5. Distribuciones invariantes y ecuacién de Poisson

Para presentar el algoritmo de iteracion de politicas requerimos de no-
tacion adicional, asi como de algunos conceptos y resultados de la teoria
de cadenas de Markov.
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Recuerde que para cada politica f € F el proceso de estados {x,}
es una cadena de Markov homogénea con espacio de estados X y pro-
babilidades de transicién ();. Denotatemos por Q;") a la matriz de
probabilidades de transicion en n pasos, es decir, a la matriz con coe-
ficientes

QY (la) = Pllen =y]. @y eX,
Es bien sabido que las que las matrices de probabilidades de transi-
cién satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

QY™ (yle) = Q™ (yl2)Q" (2])

zeX

= 3 QM (y12)Q ") (2]),
zeX
para todo n,m € Ny, donde Q;O) denota la matriz identidad. Puesto

que Qgcl) = @)y, estas ecuaciones implican que

QW =Q1 YneN,

donde @} denota la n-ésima potencia de la matriz Q).
Para cada funcién v : X —R defina

Qp(x) =Y v(y)Q}ylz), € X, neN,

yeX

siempre y cuando la serie sea convergente. Observe que
Qfv(z) = Elv(x,) Yne Ny.

Ademads, para cada distribucion de probabilidad u sobre X y cada
funcién v : X — R defina

p(v) =" py)v(y),

yeX

siempre y cuando la serie sea convergente. Recuerde que p es una dis-
tribucién de probabilidad sobre X si p(z) > 0 para todo z € X y se
cumple que )+ p(x) = 1. Note que Qv es una funcién de X en R y
que p(v) es una constante.

Uno de los temas centrales de la teoria de cadenas de Markov es el
relativo al comportamiento asintético (a largo plazo) de las cadenas [23].
Dicho comportamiento esta ligado a la existencia de distribuciones de
probabilidad invariantes. Diremos que una distribucién de probabilidad
p sobre X es una distribucién de probabilidad invariante (o de
equilibrio) para la matriz de transicién @) si satisface la ecuacién

ply) = Qplylr)u(x) Vo € X. (15)

zeX
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Puede mostrarse directamente que i es una distribucion de probabili-
dad invariante para @y si y sélo si

pv) =Y Qfu(x)u(z) Vn €N, (16)
zeX
para toda funcién acotada v : X — R.

El siguiente teorema reune algunos resultados de la teoria de cade-
nas de Markov con espacios finitos. La demostracion de estos resultados
puede consultarse en [45, Teo. 3.3.2, 3.3.3] y [3, Teo. 4.1]. El concepto
central en este teorema es el de irreducibilidad: a la matriz de proba-
bilidades de transicién @) se le llama irreducible si para cada par de
estados z,y € X existe un nimero natural m = m,, tal que

Q¥ (ylz) > 0.

Teorema 5.1. Suponga que el espacio de estados es finito. Si la matriz
Qs correspondiente al selector f € F es irreducible, entonces:

(a) la matriz Qs tiene una unica distribucion de probabilidad inva-
riante pg; ademds, pur(z) > 0 para todo x € X;

(b) para cada funcion v: X =R se cumple que

1
s(v) = lim ~J,(f,2)

En particular, se cumple que
J(f @) = ps(Cy) Ve eX.

(c) Sea z € X un estado fijo arbitrario. Existe una inica funcion
hy © X =R tal que h¢(z) = 0 y una constante ps que satisfacen la
ecuacion de Poisson

pr+hy=Cr+Qshy. (17)

En la siguiente observacién se muestra que la ecuacion de Poisson
proporciona informacién mas precisa que el teorema (b) sobre el
comportamiento asintotico de las cadenas de Markov.

Observacion 5.1. Suponga que se satisfacen las condiciones del teo-

rema 5.1
(a) Iterando la ecuacion de Poisson se obtiene las igualdades

n—1
np+ hy(x) = Q¥Cy(x) + QFhy(x)
k=0

= +Ea{hf<xn)a
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para todo v € X y n € Ny. Reordenando términos, se obtiene
J(f,z) =np+ hy(x) — Elhy(x,).

Entonces, dividiendo por n y tomando limite resulta que

, 1
pr :JEEOEJ(f"I) =J(f,x) = us(Cy) Vo eX,

puesto que la funcién hy es acotada.

(b) Para tener una idea mds concreta de la naturaleza de la funcion
hy supongamos adicionalmente que la matriz Qs es aperiddica. En este
caso puede mostrarse que la funcion

Wp(z) =Y El[Ci(x) — ps], z€X,
n=0

es la unica solucion de la ecuacion de Poisson que satisface la condicion
ps(hy) = 0. Entonces, puede verificarse directamente que

hy(x) = Wy(x) — P(2) Vo eX.

Observacién 5.2. En general, el cdlculo explicito del costo promedio
J(f,x) usando directamente su definicion es practicamente imposible.
No obstante, si el espacio de estados es finito y la matriz Q¢ es irreduci-
ble, el teoremal5.1(a)-(b) ofrece una alternativa numéricamente factible
si la cardinalidad del espacio de estados es «moderada». Observe que st
X ={1,2,...,s}, la condicion que define a una distribucion de
probabilidad invariante es un sistema de s ecuaciones lineales con s
incognitas, a saber, p(1), u(2),...,u(s). Si sustituimos una de estas
ecuaciones con la ecuacion

p(1) () = 1,
se obtiene un sistema no-homogéneo que puede resolverse con el método
de eliminacion de Gauss-Jordan. Las referencia [45] ofrece una presen-
tacion introductoria a los métodos nimericos para el computo de dis-
tribuciones de probabilidad invariantes y la referenica [43] da un trata-
miento exhaustivo y matemdticamente mds avanzado que la anterior.

Ast, en el supuesto de que X es finito y la matriz Qy es irreducible,
para calcular el costo promedio

If.w) = lim - J(f.0),

podemos proceder a calcular primero la distribucion de probabilidad in-
variante py resolviendo un sistema lineal y luego calcular la cantidad

pr(Cr) = pu(k)Cy(k),

que por el teoremal[5.4(b), es igual a J(f,z) para todo x € X.
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Observacion 5.3. Una segunda alternativa para el cdlculo de J(f,x)
la da el teorema[5.14(b)-(c) a través de la ecuacidn de Poisson toman-
do, por ejemplo, hy(1) = 0. Esto da origen al siguiente sistema de s
ecuaciones lineales con s incognitas:

py+h(i) = Cy(i) + th(j)Q(ﬂi), j=1,...,s,

donde las incognitas son las cantidades h¢(2),...,hs(s) y py.

La ecuacion de Poisson se estudia ampliamente en las referencias [23]
y [31]; la sequnda estudia cadenas con espacio de estados numerables y
la primera con cadenas con espacios no-numerables.

6. Algoritmo de iteracién de politicas

Supongamos que tanto el espacio de estados como el de controles son
finitos; note que en este caso F tiene una cantidad finita de elementos.
Si su cardinalidad es mayor que uno, el conjunto de politicas marko-
vianas II; es no-numerable. Este hecho, nos advierte que la busqueda
«directa» de una politica 6ptima sera con toda seguridad infructuosa.
Ahora, podria parecernos natural que restrinjamos la bisqueda a la cla-
se de las politicas estacionarias F puesto que esta es finita. De hecho,
esto ultimo garantiza que existe al menos una politica estacionaria f*
que es Optima entre las politicas estacionarias, es decir,

* = inf .
pi- = inf s

Para encontrar dicha politica podria intentarse una busqueda exhaus-
tiva en [F basada en los algoritmos presentados en las observaciones [5.2
y 5.3} sin embargo, como pasa en la mayorfa de los problemas de op-
timizacion, esta busqueda no es factible numéricamente si F no es de
cardinalidad pequena. El algoritmo de iteracion de politicas resuelve
este problema de forma elegante y numéricamente eficiente. De hecho,
para modelos finitos, este algoritmo calcula en un cantidad finita de
pasos una politica f* que es éptima en la clase de todas las politicas,
es decir,

J(m,x) > J(f* x) = pp Vo e X, mell,.
El siguiente resultado es esencial para el algoritmo de iteracién de
politicas.

Lema 6.1. Suponga que el espacio de estados X es finito y que Qy es
wrreducible. St existe una constante p y una funcion h : X — R tal que

p+h20f+th, (18)
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entonces p > py = J(f,x) para todo x € X. Si la desigualdad es estricta
para algin estado, entonces p > py.

Demostracion. Este resultado se puede probar iterando la desigualdad
de manera analoga a lo hecho en la observacion 5.1, Una demostracién
alternativa se obtiene usando la distribucién invariante py de Q¢ de
la siguiente manera. Primero observe que de la hipdtesis se tiene la
desigualdad

S

> lo+ (k)] >Zcf ) + Qrh(k) s (k),

k=1

la cual combinada con (|16)) implica que

p+is(h) > up(Cr) + Y Qrh(k)s (k)

k=1
> py 4 pp(h),

de donde se concluye que p > py.
Si la desigualdad es estricta para algun estado, entonces

p+pp(h) > ps+ pp(h),
puesto que ps(i) > 0 para todo i € X (teorema [5.1(a)). Por lo tanto,
P> py =

A continuacién se describe el algoritmo de iteracién de politicas. En
el teorema se prueba que dicho algortimo identifica una politica
estacionaria éptima en un nimero finito de pasos.

Algoritmo de iteracién de politicas.:

Paso 0 (inicio): tome n = 0, fije un estado z € X y elija una
politica estacionaria f,, € F.

Paso 1 (evaluacién): encuentre la solucién p,, := py, v hy = hy,
de la ecuacion de Poisson

Pn + hn = Cfn + anhrw
hn(z) = 0.

Paso 2 (mejoramiento): encuentre un selector f,11 € F tal que

Croir (1) + Qi ha(i) = arélﬁri) (i,a) + Zh Q(kli,a)] Vie X.

(a): Si fri1(i) # fu(i) para algun ¢ € X vaya al paso 1 y repita
el procedimiento.

(b): Si fri1(i) = fu(i) para todo i € X, pare el algoritmo con
la politica f,.



52 OSCAR VEGA AMAYA

Teorema 6.1. Suponga que los espacios de estados y controles son
finitos y que las matrices de transicion Qyf, f € F, son irreducibles.
Entonces:

(a) el algoritmo de iteracion de politicas para en un nimero finito
de pasos;

(b) si el algoritmo se detiene en la n-ésima etapa, entonces la cons-
tante p* 1= pn, = py,, la funcion h* = h, = hy, y la politica f* = f,
forman una terna candnica, es decir, satisfacen las ecuaciones

pr (i) = min [OG,a) + ) W (R)Q(kli o)) (19)
= Cp-(0) + Q1" (3), (20)

para todo i € X.
(c) la politica f* es dptima y p* es el costo promedio dptimo, es
decir,
Y=pp=J(f0) < J(m,i) Vie X, mell,.

Demostracion. Supongamos que el algoritmo no para, es decir, que para
cadan € N existe un estado i,, € X tal que f,(i,) # fni1(in). Entonces,

pn + (i) = C, (1) + Qp, hn(0)

para todo ¢ € X, con desigualdad estricta para ¢ = i,. Por el lema[6.1
se tiene que

> > > >.-->1nf pr > —00
Po = P1 Pn ferf )

de donde se sigue que la sucesién {p,} es convergente. Por otra parte,
puesto que el conjunto
{ps: [ €F},

es finito, la convergencia de la sucesion implica que existe m € N ta
que pr. = pr+1 para todo k > m, contradiciendo que la sucesién {p,} es
estrictamente decreciente. Por lo tanto, el algoritmo se detiene en un
nimero finito de pasos.

(b) Suponga que el algoritmo para en el n-ésimo paso, es decir,
fni1 = fn. Entonces,

Pn + (1) = Cy, (i) + Qy, hn(i)
= Ofn+1 (Z) + anﬂ hn(l)

= min)[C’(i, a) + Z ha(k)Q(K|i, a)],

a€A(i

para todo 7 € X, lo cual prueba el resultado deseado.
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(c) Esta afirmacién se sigue de la parte (b) de este teorema y del
teorema [4.1] puesto que h* es una funcion acotada. O

7. Comentarios finales

En este trabajo se presentaron dos de las principales aportaciones en el
estudio del problema de control éptimo en costo promedio: la ecuacién
de optimalidad y el algoritmo de iteracién de politicas (o algoritmo de
Howard). Este algoritmo proporciona un procedimiento para encontrar
una politica estacionaria éptima—en principio, en la clase de las politicas
estacionarias-resolviendo ciertos sistemas de ecuaciones lineales. Desde
su introduccién, este algoritmo se ha estudiado ampliamente y se han
logrado aportaciones importantes; consulte [38] para una discusién de-
tallada y exhaustiva al respecto. Sin embargo, la mayor parte de los
trabajos se restringen a modelos con espacios de estados discretos (es
decir, finitos o infinitos numerables). Para modelos con espacios de es-
tados no-numerables los tnicos trabajos que estudian este algoritmo,
segin nuestro conocimiento, son las referencias [11], 21], B3], y los resul-
tados que en ellos se presentan no son completamente satisfactorios.

Por otra parte, tenemos a la ecuacién funcional conocida como
ecuacion de optimalidad (o ecuacién de Bellman) en costo promedio.
En la referencia [3] se da el crédito a C. Derman (1966) del reconoci-
miento de la importancia de esta ecuacion para probar la existencia de
politicas estacionarias éptimas; por otra parte, Puterman [38] p. 429]
senala que esta ecuacion ya habia aparecido, implicitamente o en casos
particulares, en trabajos previos de D. Blackwell (1962), D. Iglehart
(1963) y H. M. Taylor (1965). No obstante, en 1957, Bellman [9] ya
habia estudiado el problema de control en costo promedio y mostrado
la relacién de la ecuacion de optimalidad con la existencia de politicas
estacionarias optimas.

La ecuacién de optimalidad también es importante porque hace po-
sible el estudio de otros indices de funcionamiento complementarios al
indice en costo promedio; entre tales indices se encuentran los criterios
sensibles al horizonte de planeacion [24], el indice en costo promedio
por trayectorias —es decir, sin tomar valor esperado en (8)— y de mi-
nimizacién de varianza [25].

Ademas del algoritmo de iteracién de politicas existen otros enfoques
o algoritmos para obtener soluciones de la ecuacion de optimalidad en
costo promedio como el algoritmo de iteracion de valores [1§], el enfoque
de programacién lineal [22], el enfoque de punto fijo [48] y el enfoque
de aproximaciones por problemas descontados [49].
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Los procesos de decisién markovianos es una rama matematica con-
solidada con un cuerpo tedrico bien establecido [6] [15] 19, 20} 22]. Sin
embargo, con su historia de sesenta anos, es actualmente un campo
de investigacion muy activo debido a la gran variedad de problemas
matematicos que plantea y a la diversidad de sus aplicaciones reales y
potenciales.

Las referencias [10], 37, 39, 45] ofrecen introducciones elementales a
los procesos de decision markovianos apropiadas para estudiantes de
licenciatura, mientras que las monografias [6, 19} 20, 22] dan un trata-
miento avanzado dirigido a estudiantes de posgrado e investigadores.
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