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Resumen

En este articulo estudiaremos el desarrollo del concepto de
funcién desde Leibniz y Bernoulli hasta Euler y analizaremos el
papel que la definicién y las diferentes nociones de funcién en la
obra de Euler jugaron en la constitucién del Anélisis Matematico
como rama de las matematicas modernas y a su vez la influencia
que la constitucién de esta disciplina tuvo sobre el concepto de
funcion.

1. Introduccién

Durante el siglo XVII el objeto fundamental de estudio de las ma-
tematicas eran las curvas y a partir de éstas eran estudiadas las rela-
ciones entre algunas cantidades geométricas variables. Estas cantidades
geométricas eran por tanto objetos geométricos que guardaban alguna
relacién con las curvas como, por ejemplo, las ordenadas, las abscisas,
las tangentes y las areas entre las curvas. En los primeros tratados de

*“Investigacién realizada en el marco de los proyectos PAPIIT 401106-3 ; Qué es el
Andlisis? y ECOS M04-HO1 “El desarrollo del analisis, 1736-1905: la reorganizacion
del andlisis real, la apariciéon del andlisis complejo, el nacimiento de la mecénica
analitica.”
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Célculo, cuyo objetivo era el estudio de estas cantidades, el Analisis
era simplemente el método o herramienta que posibilitaba el estudio de
dichas cantidades. Uno de los ejemplos mas decantados de esta tradi-
cién es el libro del Marqués de 'Hopital Andlisis de los infinitamente
pequenos para el estudio de las curvas.

A mediados del siglo XVIII Leonhard Euler introduce un gran cam-
bio con respecto a este punto de vista cuando propone eliminar toda
referencia hecha a la geometria en el estudio de las cantidades variables.
Para lograr este objetivo fue necesaria la introduccion del concepto de
cantidad abstracta o universal, y es a partir de este concepto que Euler
definiria su nocion de funcién.

No obstante, en las matematicas ya existia un concepto de fun-
cién. Este concepto se encontraba fuertemente vinculado con el interés
por las cantidades variables que habia marcado el rompimiento entre
las matematicas medievales y las matematicas modernas y cuyo me-
jor representante era el Célculo. Fue a partir de Newton que surgi6é un
estrecho vinculo entre los conceptos de funcién y los de variacion y
calculo fluxional, y fue con el estudio de lineas curvas y el problema
de tangentes que la idea de funcién surgié en Leibniz cuando trataba
problemas geométricos con el lenguaje del Calculo.

La palabra funcién aparecié publicada por vez primera en los articu-
los de Leibniz De linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis inter
se concurrentibus formata easque omnes tangente, ac de novo in ea re
analysis infinitorum usu en 1692 y Nova calculi differentialis applica-
tio et usus ad multiplicem linearum constructionem ex data tangentium
conditione en 1694.! Sin embargo, en la correspondencia entre Leibniz
y Johann Bernoulli, en repetidas ocasiones, se discutia el concepto de
funcién y los simbolos (o caracteres) utilizados para representarlas. En
una carta fechada el 2 de septiembre de 1694 Bernoulli le escribe a
Leibniz con motivo de la expansién de la integral [ndz en una serie
infinita y en la cual aclara: “por n entiendo una cantidad formada de
alguna manera a partir de [cantidades] indeterminadas y constantes.”?
Maés tarde, en 1698, fue Bernoulli el primero en hablar de ‘funciones
de ordenadasén [4, T. 1 p. 424] cuando estudiaba un problema isope-
rimétrico planteado por su hermano Jakob; finalmente en 1718, en un
articulo publicado en las Memorias de la Academia de Paris, Johann
Bernoulli publicé la siguiente definicién del término funcion:

LCf. [17, Vol. 5 pp. 268 y 306.].
2Cf. Ibid. [Vol. 2 p. 150] “per n intelligo quantitatem quomodocunque formatam
ex inderminatis et constantibus.”
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Llamo funcién de una magnitud variable a una cantidad
compuesta de cualquier manera de esta magnitud variable
y de constantes.?

Es también en este articulo que Bernoulli propuso la letra ¢ para
denotar a una funciéon como px. La introducciéon de paréntesis y de la
letra f se debe a Euler quien las utilizé por primera vez en su articulo
Additamentum ad dissertationem de infinitis curvis eiusdem generis*
presentado en 1734 y publicado en 1740.

La definicion que Euler daria del término funcién, publicada en
1748 en su gran tratado de Analisis intitulado Introductio in analysin
infinitorum, es completamente congruente con la vision de Bernoulli
como veremos mas adelante. Nuestro objetivo en este articulo es el de
analizar el papel que esta definicién de funcién jugé en la constitucién
del Analisis Matematico en tanto que tal, y a su vez la influencia que la
constitucion de esta rama de las matematicas tuvo sobre el concepto de
funcién. Para lograr esto, nuestro primer punto de referencia sera este
gran tratado de Euler. Posteriormemte analizaremos esta cuestién en
el marco de un problema fundamental de la mecanica analitica y en
los fundamentos del cédlculo diferencial, y finalmente estudiaremos un
texto de Euler publicado en 1767 en el cual presenta un programa de
organizacién para el Andlisis con lo que culmina la constitucion de lo
que podemos llamar el Andlisis Matematico Moderno.

2. 1748 y la aparicién de la Introductio in analy-
sin infinitorum

En 1748 aparecié publicada la Introductio in analysin infinitorum?®

de Euler que consta de dos volimenes, y que puede ser considerada

como la primera entrega de una trilogia, cuyas otras dos partes estan

formadas por Institutiones calculi differentialis® e Institutionum calcu-

li integralis.” La Introductio —como usualmente se conoce a [10]— fue

3Cf. [5]. “On appelle fonction d’une grandeur variable une quantité composée
de quelque maniere que ce soit de cette grandeur variable et de constantes.”

Hacemos notar al lector que en ésta y en todas las citas hemos conservado la
ortografia original como aparece en las publicaciones y que en ocasiones es distinta
a la ortografia moderna.

4Cft. [9].

5Cf. [10]
6Cf. [12]
TCt. [14]
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publicada en Lausana después de una larga espera por parte de Euler,
pues como él mismo dice en una carta a d’ Alembert,® el libro estuvo
tres anos en manos de los editores antes de ser publicado finalmente. De
hecho esta obra también es mencionada en una carta de Euler a Gol-
bach? del 4 de julio de 1744, y ésta nos permite ver que la espera de la
publicacion fue incluso més larga de lo que Euler le dice a d’ Alembert:

Entretanto mandé ahi [a Lausana] un nuevo trabajo intitu-
lado Introductio in analysin infinitorum en donde he trata-
do las partes mas sublimes del algebra y de la geometria y
he resuelto un gran niimero de problemas dificiles sin recu-
rrir al calculo infinitesimal, de los cuales casi nada puede
ser encontrado en otras fuentes. Después de haber desarro-
llado un proyecto para un tratado completo sobre analisis
infinitesimal, noté que muchas cosas, que en realidad estan
mal colocadas aqui, y que no son mencionadas en ninguna
otra parte, deben ser presentadas de antemano, y el presente
trabajo siguié de éstas como precursor al andlisis infinitesi-
mal. 10

Esta carta es interesante no sélo porque nos permite darnos una idea de
cuando fue escrita la Introductio sino porque en ella Euler nos presenta
una opinién sobre su propio texto.

En el prefacio de [10] Euler describe con claridad cual ha sido su
objetivo en el primer volumen de la Introductio y esto, aunado a la
opinién expresada a Goldbach, nos permite tener una visién global no
solo de lo logrado en esta obra, sino del lugar que deberia tener dentro
del Analisis Matematico.

Por lo tanto en el primer libro, como todo el andlisis de los
infinitos trata con cantidades variables y funciones de tales

8Ct. [7, Vol 5, Ser IV A, p. 294] Yo le dirfa que esta obra estuvo casi tres afios
en Lausana. [“Je vous dirai que cet ouvrage a été presque trois ans & Lausanne.”|

9Cf. [15]

10Ct. Ibid. “Ich habe inzwischen ein neues Werk dahin [nach Lausanne] geschickt
unter dem Titul Introductio in analysin infinitorum, worin ich sowohl den partem
sublimiorem der Algeber als der Geometrie abgehandelt und eine grosse Menge
scwerer problematum ohne den calculum infinitesimalem resolvirt, wovon fast nichts
anderswo anzutreffen. Nachdem ich mir einen Plan von einem vellstandigen Tractat
iiber die analysis infinitorum formirt hatte, so habe ich bemerkt, dass sehr viele
Sachen, welche dazu eigentlich nicht gehoren, und nirgend abgehandelt gefunden
werden, vorhergehen miissten, und aus denselben ist dieses Werk als prodromus ad
analysis infinitorum entstanden.”
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variables, he dado una exposiciéon completa de las funcio-
nes.!!

Es decir, es a partir del primer volumen que Euler coloca al concepto
de funcién en el centro del Analisis Matematico y es asi como esta
disciplina deviene la ciencia general de las funciones. Aunque esta visién
del Analisis es nueva, la nocién de funcién que Euler da en este tratado
habia sido anticipada por la definicién de ‘término general’que aparece
en 1730-31 cuando Euler escribe De progressionibus transcendentibus
seu quarum termini generales algebraice dari nequeunt que es un texto
dedicado al estudio de progresiones cuyos términos generales no pueden
ser dados en forma algebraica.

Un término general es una formula que no sélo involucra
cantidades constantes sino también otra cantidad no cons-
tante, digamos n, que da el orden o indice de los términos.'?

En el primer capitulo del primer tomo de [10], dedicado a las funcio-
nes en general, Euler presenta las siguientes definiciones que conllevan
un desarrollo importante para el concepto que estudiamos.

Una cantidad constante es una cantidad determinada que
conserva siempre el mismo valor.!3

Una cantidad variable es una cantidad indeterminada o uni-
versal que contiene todos los valores determinados |...] Una
cantidad variable comprende en ella misma a absolutamente
todos los niimeros, tanto positivos como negativos, tanto en-
teros como fraccionarios, tanto racionales como irracionales
y trascendentes. Incluso el cero y los niimeros imaginarios
no estdn excluidos del significado de cantidad variable.*

HCE. [10, Vol. 1 p. viii] “In primo igitur Libro, cum universa Analysis infinito-
rum circa quantitates variabiles earumque Functiones versetur, hoc argumentum de
Functionibus inprimis fusius exposui.”

12Cf. [8, p. 38]. “Terminus [...] generalis est formula, quam ingrediuntur tum quan-
titates constantes tum alia quaepiam non constans ut n, quae ordinem terminorum
exponit.”

13Cf. [10, Vol. 1 p. 3] “Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo
eumdem valorem servans.”

QL. Ibid. [p. 4] “Quantitas variabilis est quantitas indeterminata seu universalis,
quaeomnes omnino valores determinatos in se complectitur [...] Quantitas variabilis
in se complectitur omnes prorsus numeros, tam affirmativos quam negativos, tam
integros quam fractos, tam racionales quam irrationales & trascendentes. Quinetiam
cyphra & numeri imaginarii a significatu quantitatis variabilis non excluduntur.”
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Una funcién de una cantidad variable es una expresion analiti-
ca compuesta, de cualquier manera que sea, de esta misma
cantidad y de ntimeros o de cantidades constantes.'®

Un primer punto que llama nuestra atencion es que la definicion
de cantidad variable antecede a la nociéon de funcién puesto que en el
analisis moderno esta relacién es la inversa. Para Euler, sin embargo,
primero se consideraban las variables, digamos z, v, ..., y luego la ex-
presion analitica que las relaciona; en este sentido pareceria que las
variables son el objeto primario del analisis.

Ahora bien, si analizamos la definicién de funcién que Euler pre-
senta es evidente la influencia que la definicién de Johann Bernoulli
—quien habia sido su maestro— tuvo sobre él. Sin embargo, en la de-
finicion euleriana nos enfrentamos a la frase ‘expresién analitica’que
Euler ha utilizado para definir a una funcién en lugar de ‘cantidad’y
que supone evidente y por tanto no define. La lectura de la obra permite
mostrar que lo que Euler tenia en mente es que una expresion analitica
es una expresion compuesta de magnitudes representadas por simbolos
y nimeros mediante las operaciones algebraicas (es decir, la adicién, la
resta, la multiplicacion, la divisién, la exponenciaciéon y la extraccion
de raices ) o trascendentes (como la exponencial, el logaritmo y “otras
que aporta el cdlculo integral en abundancia”6).

Esta distincion se relaciona a su vez con la distincién que hace Euler
entre las funciones algebraicas y las funciones trascendentes que es la
division clave en la Introductio, es la division —o clasificacion— que
guia la presentacion de la obra, y por tanto la que marca el camino del
Anélisis Matemaético. La definicién que Euler presenta de esta distincién
es la siguiente:

Las funciones se dividen en algebraicas y trascendentes; las
primeras estan formadas tinicamente a través de operaciones
algebraicas y las segundas suponen en su formacién opera-
ciones trascendentes.!”

Sin embargo lo que estd en el fondo de esta definicién es el hecho de
que las funciones algebraicas son aquéllas que se obtienen a través de

15Cf. Ibid. “Functio quantitas variabilis, est expressio analytica quomodocunque
composita ex illa quantitate variabili, & numeris seu quantitatibus constantibus.”

16Ct. Ibid. [p. 5]

7Cf. Ibid. “Functiones dividuntur in Algebraicas & Trascendentes; illee”sunt,
quaecomponuntur per operationes algebraicas solas, haevero in quibus operationes
trascendentes insunt.”
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un numero finito de operaciones elementales y las segundas mediante
un nimero infinito de operaciones elementales.'® Es decir, toda funcién
es expresable en una suma finita o infinita. Este es un resultado al cual
Euler hace alusién en el Capitulo IV del primer volumen de [10]:

No hay duda de que a cualquier funciéon de z le puede ser
dada la forma Az + Bz? + C2? + Dz° + ..., en donde los
exponentes a, 3,7, 0, etc. son nimeros cualesquiera.*’

Sin embargo, no se cuenta con un método general para demostrar
que esta propiedad es una que guardan todas las funciones sino que su
demostracion se llevara a cabo caso por caso para asi borrar cualquier
duda de que sea posible. No obstante, este resultado es quizas uno de
los resultados mas importantes del texto euleriano ya que en él reside
la propiedad fundamental de lo que es una funcién. De este modo el
concepto de funcién, en su esencia, deviene independiente de la relacién
geométrica que le dio origen, la cual no es sino una aplicacion que Euler
desarrolla en el segundo volumen de la Introductio, en donde define
la relacién que existe entre las funciones y las curvas de la siguiente
manera:

Una funcién cualquiera de una variable z producird una
linea recta o curva.?

Euler también afirma que de manera reciproca se puede relacionar a
las curvas con funciones. De esta manera la naturaleza de una linea
curva estara determinada por una funcién de z. A partir de esto Euler
presenta la siguiente clasificacién de las lineas curvas:

De esta idea de lineas curvas se deriva de manera natural
su division en continuas, discontinuas o mixtas. La linea
curva continua es aquélla cuya naturaleza es expresada por

18Esta clasificacién de funciones presentada por Euler tiene a su vez varias divisio-
nes en el caso de las funciones algebraicas; éstas pueden ser racionales o irracionales,
explicitas o implicitas, enteras o fraccionarias. Otra distincién importante que hace
Euler entre las funciones es entre funciones multivaluadas y funciones univaluadas.
Este es un tema de gran interés y requeriria de un articulo propio para ser analizado
a profundidad, por tanto no lo abordaremos en el presente articulo.

CE. Ibid. [p. 47] “ Sic subium erit nullum quin omnis Functio ipsius z in hu-
jusmodi expressionem insinitam transmutari possit: Az® + Bz” + C27 + Dz°+&ec.
denotantibus exponentibus «, 3,7, d, &c. numeros quoscunque.”

20Cf. Ibid. [Vol. 2 p. 6] “Queelibet Functio ipsius « suppeditabit lineam quandam,
sive rectam sive curvam.”
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una tunica funcion determinada de z. Pero si la linea cur-
va esta compuesta de diferentes porciones BM, M D, DM,
etc. determinadas por varias funciones de x, de manera que
BM es definida por una funcién, M D por una segunda fun-
cion; llamaremos a este tipo de lineas curvas discontinuas
o mixtas e irregulares porque ellas no estan formadas de
acuerdo con una unica ley constante y estan compuestas de
porciones de diferentes curvas continuas.?!

Es importante notar que esta definicién implica que la continuidad de
una curva depende de que esté definida a partir de una tnica ley y que
de ser éste el caso entonces la curva es inmediatamente continua sin
que la conexidad de la curva en el plano juegue papel alguno.?? Es de-
cir, la continuidad es una propiedad intrinseca de cada funcién siempre
y cuando ésta se encuentre expresada a partir de una tnica expresion
analitica. A su vez esto implica que esta propiedad es una propiedad
global y no local como lo es hoy (o lo seria a partir de Cauchy). También
es importante notar que Euler no introduce este concepto de continui-
dad sino hasta el segundo volumen de su obra, de donde es posible ver
que la clasificacion que permite el concepto de continuidad es una que
recae sobre las curvas mismas y no sobre la funcién.

El siguiente paso importante para el concepto euleriano de funcién
vendria a partir del trabajo hecho por Euler en el ambito de la fisica
matematica, y en particular referente al problema de la cuerda vibrante
como veremos en la seccién siguiente.

3. El Problema de la Cuerda Vibrante

Hacia mediados del siglo XVIII el debate sobre el concepto de fun-
cién se convirtié también en un tema central en el marco del problema

21Cf. Ibid. “Ex hac linearum curvarum idea statim sequitur earum divisio in con-
tinuas, & discontinuas seu mixtas. Linea scilicet curva continua ita est comparata,
ut ejus natura per unam ipsius £ Functionem definitam exprimatur. Quod si au-
tem linea curva ita sit comparata, ut variseejus portiones BM, M D, DM &c., per
varias ipsius « Functiones exprimantur, ita ut, postquam ex una Functione portio
BM fuerit definita, tum ex alia Functione portio M D describatur; hujusmodi lineas
curvas discontinuas seu mixtas & irregulares appellamus; propterea quod non secun-
dum unam legem constantem formantur, atque ex portionibus variarum curvarum
continuarum componuntur.”

22Por ejemplo, la curva trazada a partir de la funcién y = % es continua en el
sentido de Euler pero la curva que aparece en la Figura 1 més adelante es disconti-
nua.
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de la cuerda vibrante. La solucién de este problema trajo consigo una
discusién entre los matematicos mas notables de la época entre quienes
se encontraban d’ Alembert y Euler en un primer momento, y poste-
riormente Daniel Bernoulli y Lagrange.

La discusion comenzé en 1747 con la publicacion de la solucion de
d’ Alembert al problema de la cuerda vibrante homogénea en su me-
moria intitulada Recherches sur la courbe que forme une corde tendue
mise en vibration.?> Este articulo de d’ Alembert es el primero en llevar
a cabo exitosamente la integracion de la ecuacion diferencial que descri-
be la infinidad de formas que puede tomar una cuerda homogénea en el
plano al ser puesta a vibrar. El interés de d’ Alembert en este problema
surgié al tratar de demostrar que la cuerda podia tomar una infinidad
de formas no senoidales.

Para resolver el problema d’ Alembert considera una funcién y =
y(t, z) que varfa continuamente con x de 0 a [, donde [ es la longitud
de la cuerda y obtiene asi la siguiente ecuacién diferencial

Py 0%

oz = o (1)

Para resolver esta ecuacién observa que

2 2
d<@i@):(@i ay)(dtidw)

Jr Ot ot2 — Oxot
y que por tanto % + % es una funcion de t +z y % — ;;gt es una

funcion de t — z. A partir de esto se sigue que la solucién y buscada es
de la forma y = W(t + x) + ['(t — x). Pero es facil ver que esta solucién
puede ser simplificada si se supone que y(t,0) = y(¢,1) =0, y llevada a
la forma

y=V({t+z)—V(t—2x).

En un articulo publicado inmediatamente después por el propio
d’ Alembert,?* se supone que el problema tiene como condicién inicial
las condiciones y(0,z) = f(z) y v(0,2) = g(x) en donde v(t,z) repre-
senta la velocidad de los puntos x de la cuerda en el tiempo t. A partir
de estas condiciones se sigue que

U(x)+¥(—z) = /g(a:)d:c

2Cf. [1] y para una discusién sobre este texto y las aportaciones de d’ Alembert

al problema general de la cuerda vibrante remitimos al lector a [18].
10t [2).
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y “por tanto el problema es imposible a menos de que f(x) y g(x)
sean funciones impares de x, es decir, funciones en donde sélo apare-
cen potencias impares de x.”% Si esta condicién se cumple entonces
obtenemos a partir de la ecuacién anterior que

W@Z%/M@M+%ﬂ@

@«wwzéfg@Mx—éﬂ@

lo cual resuelve por completo el problema.

Finalmente, d’ Alembert concluye que “la soluciéon general del pro-
blema de la cuerda vibrante se reduce a dos cosas: determinar de la
manera mas general la curva generatriz y encontrar en cada caso par-
ticular cual debe ser esta curva a partir de los valores de f(z) y g(z)%,
ademas de que “f y g no pueden ser tomadas a voluntad, deben tener
ciertas condiciones.” %

D’ Alembert hace una lista de estas condiciones cuya caracteristica
principal es que restringen la forma y velocidad inicial de la cuerda a
curvas cuyas ecuaciones son funciones impares con periodo 2[. Agrega
también que la funcién f(x) debe estar sujeta a la ley de continuidad,
refiriéndose asf a la propiedad que Euler habia definido en [10], es decir,
que f(x) debe estar dada a través de una tnica expresién analitica.

Una vez planteada esta visién de d’ Alembert sobre el tipo de fun-
ciones que deberian ser admitidas como soluciones al problema de la
cuerda vibrante, Euler publicé un articulo en 1750, Sur la vibrations
des cordes,?® en el cual se presenta una solucién al problema de la cuer-
da vibrante. Desde un punto de vista técnico esta solucién no difiere
mucho de la solucién de d” Alembert. Euler estudia la misma ecuacién
que d’ Alembert y simplemente comenta que su interés es el de buscar
“la maxima generalidad posible en la solucién del problema de manera

Z5Cf. Ibid. [p. 231] “Donc le probleme est imposible si les fonctions [f] & [g] ne
sont pas I’une & 1’autre des fonctions impaires de [z], c.a.d. des fonctions ot il
n’ entre que des puissances impaires de [z]”.

26Cf. Ibid. [p. 235] “La solution générale du Probleme des cordes vibrantes se
reduit & deux choses: 1. a déterminer de la maniere la plus générale la courbe
generatrice, 2. a trouver ensuite dans chaque cas particulier, quelle doit étre cette
courbe, par les valeurs de [f(z)] & de [g(z)].”

2TCE. Ibid. [p. 239] “[f] & [g] ne peuvent pas étre données & volonté, ces quantités

doivent avoir des certaines conditions.”
¢t [11].
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que la forma inicial de la cuerda pueda ser dada arbitrariamente.”?’

Dicho esto Euler muestra como es que partiendo de una curva regular
contenida en alguna ecuacién o de una curva irregular y mecanica se
puede construir geométricamente la solucion en el tiempo t:

1 1
y:§f(t+x)+§f(t—x).

Las semejanzas entre las soluciones de d’ Alembert y Euler no mi-
nimizaron el debate central sobre este problema que se debia a la na-
turaleza de f(z), es decir, a la funcién que describe la posicién inicial
de la curva. Esta discrepancia se vuelve evidente en la respuesta de
d’ Alembert a Euler en 1750% en donde es claro que el problema cen-
tral es el concepto de funcién. Ambos autores se vieron enfrentados
asi a este problema al tratar de especificar la naturaleza de los objetos
matematicos que son (o pueden ser) considerados como soluciones a la
ecuacién diferencial (1).

En [3] d’ Alembert argumenta que “y no puede ser expresada analiti-
camente de manera mas general que al suponerla funciéon de x y t. Pero
bajo esta suposiciéon sélo se puede encontrar la solucién del problema
para el caso cuando las diferentes formas de la cuerda vibrante pueden
ser escritas en una unica ecuacién.”?! Euler sin embargo considera que
esta condicion restringe demasiado el desplazamiento inicial de la cuer-
da; €l crefa, por ejemplo, que la cuerda que se muestra en la figura 1
estaria excluida de la solucién de d” Alembert. Por tanto argumentaba
que la funcién f deberfa poder ser tomada de manera arbitraria (es de-
cir, f deberia poder ser discontinua en su sentido). De esta manera la
naturaleza fisica del problema llevé a Euler a generalizar el concepto de
funcion con el objetivo de que existiera una correspondencia biunivoca
entre las funciones y las curvas.

Vale la pena mencionar que el camino seguido por Euler para tra-
tar el problema de la cuerda vibrante tuvo importantes consecuencias
dentro del Anélisis Matematico. Euler estaba consciente de esto, y en
1763 en una carta fechada el 20 de diciembre le escribe a d’ Alembert

29Ct. Ibid. [p. 76] “Afin donc que la figure initiale de la corde puisse étre reglée
arbitrairement, la solution doit avoir la plus grande étendue.”

30Cf. [3].

3LCE. Ibid. [p. 352] “on ne peut [...] exprimer y analytiquement d’ une maniére plus
générale, qu’ en la supposant une fonction de [z] & de[t]. Mais dans cette supposition,
on ne trouve la solution du probleme que pour le cas ou les differentes figures de la
corde vibrante peuvent étre renfermées dans une seule & méme équation.”
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Figura 1.

Me parece que la consideracién de este tipo funciones que
no estan sujetas a ninguna ley de continuidad nos abre un
campo completamente nuevo en el anélisis.?

Esta vision de Euler serd evidente al analizar [13]; sin embargo el
cambio que este debate tuvo sobre su concepto de funcién es claro
desde 1755 cuando aparece publicado [12], como veremos en la siguiente
seccion.

4. Institutiones calculi differentialis y el Con-
cepto de Funcién

Las Institutiones calculi differentialis, publicadas en 1755, que como
ya habiamos mencionado pueden ser consideradas como parte de la
trilogia sobre Anadlisis que escribe Euler, se encuentran ya dentro de la
pauta delineada para el Analisis Matemaético por Euler anos atras. Esta
pauta marca los origenes del Analisis Algebraico como seria estudiado
por Lagrange y Cauchy y lo muestra claramente la siguiente frase escrita
por Euler en el prefacio de [12].

Aqui todo permanece dentro de los limites del andlisis puro,
de tal manera que en la explicacién de las reglas de este
calculo no hay necesidad de ninguna figura geométrica.?

Como, de acuerdo con Euler, las funciones discontinuas no son en
general representables analiticamente, la definicién de funcion dada por
Euler en [10] se habia vuelto demasiado estrecha. Para formular una
nueva definicion que comprendiera todas las clases conocidas, Euler

32Cf. [7, Vol 5, Ser IV A, p. 327]. “Il me semble que la considération de telles
fonctions, qui ne sont assujetties & aucune loi de continuité, nous ouvre une carriére
tout & fait nouvelle dans 1’ analyse.”

33Cf. [12, p. Ixiv] “Hic autem omnia ita intra Analyseos purae limites continentur,
ut ne ulla quidem figura opus fuerit, ad omnia huius calculi praecepta explicanda.”
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utilizé la nocién de correspondencia entre pares de elementos que de
hecho siempre habia estado presente en el concepto de funcién pero que
nunca se habia hecho explicita. En [12] Euler presenta esta nocién de
correspondencia de la manera mas general y abstracta posible:

Aquellas cantidades que dependen de otras, es decir, aque-
llas cantidades que experimentan un cambio cuando otras
cambian, se llaman funciones de estas cantidades; esta de-
finicién se aplica ampliamente e incluye todas las maneras
en las que una cantidad puede estar determinada por otras.
Si por lo tanto, z denota a una cantidad variable, entonces
todas las cantidades que dependan de x de cualquier mane-
ra o estén determinadas por ella son llamadas funciones de
ella.3*

Sin embargo en el libro, dedicado al calculo diferencial como su
titulo lo indica, Euler sélo hace uso de funciones analiticas, es decir,
funciones dadas a través de una expresién analitica.?® Pero més atin, es
facil ver que para Euler si y es una funcion de la variable x, entonces de
manera intrinseca esta funcion satisface la siguiente propiedad: Sea Ay
el incremento de la funcién y cuando se sustituye el valor de z + w en
lugar de x. Si el incremento w de la variable es infinitamente pequeno,
entonces el incremento Ay de la funcién también serd infinitamente
pequeno.?® Es decir, para Euler —en [12]— toda funcién es continua (y
también serd diferenciable); estas propiedades estédn contenidas en la
naturaleza misma de funcion que él estudia.

En Institutiones calculi differentialis Euler trata el tema de funcio-
nes de varias variables (como ya lo habia hecho también en la Intro-

34Cf. Ibid. [p. lvi] “Quae autem quantitates hoc modo ab aliis pendent, ut his
mutatis etiam ipsae mutationes subeant, ene harum functiones appellari solent; quae
denominatio latissime patet, atque omnes modos, quibus una quantitas per alias
determinari potest, in se complectitur. Si igitur x denotet quantitatem variabilem,
omnes quantitates, quae utcunque ab x pendent seu per eam determinantur, eius
functiones vocantur.”

35En torno a este punto existe un debate entre varios historiadores de las ma-
temdticas. En [6, 19] se reconoce que Euler presenta una nueva y muy general
definicién de funcién; y en [16] se argumenta que esta nueva nocién de funcién sélo
es tal al ser extrapolada de su contexto pues Euler no la usa en [12]. Desde nuestro
punto de vista la restriccién a funciones analiticas en el texto euleriano no implica
que el concepto de funcién que él haya presentado no sea nuevo y general, sino que
el objeto de estudio del célculo diferencial son las funciones (continuas y derivables)
como se hace hoy en dia en los libros de cédlculo, y la unica diferencia es que en los
tltimos este paso es explicito.

36Cft. [12, Cap. 1V].
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ductio). Esto reafirma el camino que Euler habia marcado al alejar del
Analisis a las curvas y poner en su centro a las funciones, es decir, al
puntualizar la separacion entre el Andlisis y la geometria. Esta separa-
cion, como habiamos mencionado, marco el camino para los analistas
pero también permitio la introduccion de la derivada en tanto que tal,
es decir, en tanto que operador sobre las funciones.?”

5. De usu functionum discontinuarum in analy-
st: un Proyecto Estructural para el Analisis
Matema-tico

En 1767 fue publicado en Novi Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae el texto de Euler intitulado De usu functionum discon-
tinuarum in analysi. Euler comienza este texto con la siguiente frase:

Lo que se ensena habitualmente en el andlisis sobre las fun-
ciones, o cantidades determinadas de alguna manera a partir
de una variable, se reduce a aquellas funciones que llamamos
continuas y cuya formacién depende de una cierta ley.*®

Y como lo indica el titulo del articulo, el objetivo de Euler es hacernos
ver que esta visién es demasiado limitada. Ademas de hacer esto Eu-
ler presentara a lo largo de su texto al Analisis Matematico como una
disciplina con una organizacion nueva. Es decir, la tarea que se plantea
Euler no es sélo la de estudiar el uso de las funciones discontinuas en el
Anélisis sino la de organizar a esta rama de las matematicas en torno
de una nueva clasificacion de las funciones, pues hasta el momento la
clasificacion era la que él mismo habia senalado como clave en la Intro-
ductio: funciones algebraicas vs. funciones trascendentes. Para poder
describir y analizar este programa y lo que éste significé para la nocién
de funcién es necesario estudiar con detalle el texto de Euler que se
encuentra dividido en 23 paragrafos o secciones.

El paragrafo 1 esta dedicado al vinculo que existe entre las nociones
de curva y funcién y a partir de este vinculo en el paragrafo 2 se presenta
el principio de continuidad:

37El surgimiento de la derivada no sélo se apoya en la introduccién de funciones
de varias variables sino también sobre la aparicién de diferenciales de érdenes supe-
riores. Remitimos al lector interesado en este punto al articulo de H. Bos ya citado
[6].
38Cf. [13, p. 3]. “Quae in Analysi de functionibus, seu quantitatibus per quampiam
variabilem utcunque determinatis, tradi solent, ad eas tantum functiones restringun-
tur, quae continuae vocantur, et quarum formatio certa quadam lege continetur.”



EL CONCEPTO DE FUNCION EN LA OBRA DE EULER 87

Es bien sabido que en Geometria sublime® no se tiene la
costumbre de considerar otra curvas que no sean aquéllas
cuya naturaleza esta definida por una relacién precisa entre
las coordenadas, expresada por una ecuacién; de manera
que todos sus puntos estén determinados por una misma
ecuacién, como por una ley. Y como se piensa que esta ley
contiene en ella misma el principio de continuidad |[...] estas
curvas se llaman curvas continuas.

Es decir, una funcién continua es aquélla que tiene una ley de formacién
uniforme, o dicho de otro modo, una funcién continua es aquélla en la
cual la forma de pasar de la variable al valor que toma la funcién no
depende del punto en particular y por ende el principio de continuidad
yace en la uniformidad de la ley.

En la tercera seccién Euler define el concepto de curva discontinua
por negaciéon y cita como ejemplos a las curvas trazadas a mano libre
sobre un papel y a un poligono (que es la unién de varias curvas con-
tinuas y por lo tanto es mixta). La falta de una definicién precisa del
concepto de discontinuidad en este texto nos sugiere que el objetivo
central de Euler no era el de dar un fundamento a la nocién genera-
lizada del concepto de funcion sino el Andlisis que éste hacia posible.
Como habiamos visto, Euler introduce su nueva definiciéon de funcién
en [12] por razones fisicas; sin embargo veremos que [13] estd dedicado
en parte a mostrar que las funciones discontinuas no fueron incorpora-
das al Analisis desde fuera sino que surgen de forma inevitable a partir
del calculo integral.

El paragrafo 4 coloca al debate sobre las funciones discontinuas en
el marco de la cuerda vibrante y se encadena con el quinto pardgrafo
en el cual Euler expresa la pregunta que surge acerca de las funciones
discontinuas y de las lineas descritas en ausencia de toda ley, y si se les
puede —y en qué medida— dar un lugar en el Andlisis?" La respuesta

39La geometria sublime es la geometria de las curvas con los métodos del célculo
diferencial y del calculo integral.

40Cf. [13, p. 4] “ Iam [...] notissimum est, in Geometria sublimiori alias lineas cu-
ruas considerari non solere, nisi quarum natura certa quadam relatione inter coor-
dinatas, per quampiam aequationem expressa definiatur, ita ut omnia eius puncta
per eandem aequationem tanquam legem determinentur. Quae lex cum principium
continuitatis in se complecti censeatur [...] hanc ob rem istae lineae curuae continuae
appellantur.”

4LCE. Ibid. [p. 7] “Grauissimi ergo momenti quaestio hic exoritur, quid de functio-
nibus discontinuis, vel lineis sine ulla certa lege descriptis, sit iudicandum, et num
et quatenus illis locus in Analysi concedi possit?”.
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a esta pregunta se dara a lo largo del resto del articulo de Euler, pero
desde el paragrafo 6 es claro que la respuesta serd positiva.

Ahora bien, estos sectores del Andlisis [los que implican a
las funciones discontinuas de manera natural] han sido po-
co trabajados hasta ahora, aun cuando se han encontrado
ejemplos notables aqui y alla y su verdadera naturaleza tam-
poco parece suficientemente profundizada. Es por esto, a fin
de exponer bien esta naturaleza, que es necesario que yo des-
criba con exactitud estos sectores [...] y que los distinga los
unos de los otros.*?

La clasificacion de funciones que Euler presenta en los paragrafos 7
y 8 tiene como objetivo este punto que Euler plantea en el pardgrafo 6,
es decir, el de esclarecer diversos sectores del Andlisis. Sin embargo, es
interesante notar que el principio de continuidad es dejado de lado, es
decir, de acuerdo con la visiéon de Euler, la clasificacién primaria de las
funciones no debe estar basada en si las funciones son continuas o no.
Lo que él propone es lo siguiente:

Toda la fuerza del Analisis de los infinitos se explica de ma-
nera conveniente a partir de la nocion y de la naturaleza de
las funciones, que se pueden distinguir muy cémodamente
en clases de acuerdo con el nimero de cantidades variables
que las determinan de manera precisa.?3

Las siguientes seis secciones exponen de manera concisa el Anali-
sis de funciones de una variable, es decir, cdlculo diferencial, calculo
integral, ecuaciones diferenciales y soluciones generales de ecuaciones
de primer orden. En las secciones 15 a 18 Euler aborda el tema de
funciones de varias variables y por tanto el tema de ecuaciones dife-
renciales parciales y expone la idea fundamental de su articulo. En la
solucion general de una ecuacién con derivadas parciales de primer or-
den de una funcién de dos variables debe intervenir necesariamente una

42Cf. Ibid. [p. 8] “Istae quidem Analyseos partes etiamnum parum sunt excultae,
etiamsi egregia specimina passim reperiantur; neque etiam earum vera indoles satis
perspecta videtur. Quare quo han indolem luculenter exponam, necesse est, ut varias
istas ac diuersas Analyseos partes accuratius describam, et pro cuiusque indole a se
inuicem distinguam.”

43CE. Ibid. [p. 9] “Tota autem vis Analyseos infinitorum conuenientissime ex no-
tione et indole functionum explicatur, quae commodissime pro numero quantitatum
variabilium, per quas certo quodam modo determinantur.”
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funcion arbitraria de una variable; en el caso de una ecuacién con deri-
vadas parciales de primer orden de una funcién de tres variables debe
intervenir necesariamiente una funcién arbitraria de dos variables, y
asi sucesivamente, hasta llegar al caso general de una ecuacion con de-
rivadas parciales de orden m, de funciones de n variables, donde deben
intervenir m funciones arbitrarias de n — 1 variables. Y es este punto
el que legitima la clasificacion aparantemente trivial de las funciones
segun el nimero de variables independientes. Es decir, es a partir de
la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales (mediante el célculo
integral) que la clasificacién de funciones adquiere su importancia.

Ahora bien, la arbitrariedad necesaria de estas funciones justifica
el articulo de Euler, pues muestra asi que la inclusién de las funciones
llamadas por él discontinuas es natural. Ademas, en las secciones 19-
23, y con el fin de esclarecer toda duda, Euler presenta un problema
puramente geométrico para justificar la introducciéon necesaria de las
funciones discontinuas en el Analisis.

He aqui como se presenta el problema: Se trata de encontrar
todos los solidos que sean tales que las normales trazadas a
todos los puntos de su superficie sean de la misma canti-

dad.**

Euler toma un plano de referencia y lo que quiere decir al pedir
que las normales sean de la misma cantidad es que la longitud de la
normal entre el punto de interseccién con la superficie y con el plano de
referencia sea constante. Para resolver este problema Euler sigue dos
caminos: uno geométrico y otro analitico y es a partir de la convergencia
de estos dos caminos que Euler llega a la conclusién deseada, es decir,
la necesidad de las curvas discontinuas en el andlisis.

Asi, en este articulo, Euler presenta un cambio en el concepto de
funcién: una funcién ya no es una combinacién hecha a partir de las
operaciones aceptadas sino una dependencia entre dos o mas variables.
Y gracias a esta concepciéon de funcion como algo que depende de una
(o varias) variable(s), sin tomar en cuenta la forma analitica de la co-
rrespondencia, es que Euler puso en marcha al Andlisis moderno. Fue
a consecuencia de esta vision que la tarea de la soluciéon de ecuaciones
diferenciales devino el objetivo de esta disciplina, objetivo que perma-
necio intacto a lo largo del Siglo XIX e incluso del Siglo XX.

44Cf. Ibid. [p. 23] Problema autem ita se habet: ut omnia solida, ad quorum
superficiem in singulis punctis normales ductae, eiusdem sint quantitatis.



90

CARMEN MARTINEZ A.

Acknowledgement. Quisiera agradecer los numerosos comentarios y
sugerencias de Carlos Alvarez que ayudaron a mejorar este articulo; es
a €l a quien dedico este texto.

Bibliografia

1]

[10]

D’ Alembert J. Recherches sur la courbe que forme une corde ten-
due mise en vibration, Hist. Acad. Roy. Sci. et Belles Let. Berlin,
pp- 214-219, Berlin, 1747.

D’ Alembert J. Suite des Recherches sur la courbe que forme une
corde tendue mise en vibration, Hist. Acad. Roy. Sci. et Belles Let.
Berlin, pp. 220-249, Berlin, 1747.

D’ Alembert J. Addition au memoire sur la courbe que forme une
corde tendue mise en vibration, Hist. Acad. Roy. Sci. et Belles Let.
Berlin, pp. 355-360, Berlin, 1750.

Bernoulli Joh. Opera Omnia.

Bernoulli Joh. Remarques sur ce qu’on a donné jusquici des solu-
tions des problémes sur les isopérimétres, Mémoires de I’ Académie
Royale des Sciences de Paris, pp. 100-139, 1718.

Bos H. J. M. Differentials, Higher-Order Differentials and the De-
rivatives in the Leibnizian Calculus, Arch. Hist. Ezact Sci. 14, pp.
190, 1974.

Euler L. Opera Omnia, Birkhauser.

Euler L. De progressionibus transcendentibus seu quarum termini
generales algebraice dari nequeunt, Commentarii academiae scien-
tiarum Petropolitanae 5, 36-57, 1738 u Opera Omnia, Serie 1, Vol.
14, pp. 1-24. [E 19]

Euler L. Additamentum ad dissertationem de infinitis curvis eius-
dem generis, Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae
7, pp. 184-200, 1740 u Opera Omnia, Serie 1, Vol. 22, pp. 57 - 75.
[E 45]

Euler L. Introductio in analysin infinitorum, Lausana, Bousquet,
1748 u Opera Omnia, I, Vol. 8-9. [E 101-102]



EL CONCEPTO DE FUNCION EN LA OBRA DE EULER 91

[11] Euler L. Sur la vibrations des cordes, Hist. Acad. Roy. Sci. et Belles
Let. Berlin, pp. 69-85, 1750. [E140]

[12] Euler L. Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi
finitorum ac doctrina serierum, 1755. [E 212]

[13] Euler L. De usu functionum discontinuarum in analysi, Nowvi
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae, 11, pp. 3-27,
1767.% [E 322]

[14] Euler L. Institutionum calculi integralis..., 4 vols, 1768-1794. [E
342, 366, 385, 660]

[15] Correspondencia Euler-Golbach, [OO795].

[16] Ferraro G. Functions, Functional Relations and the Laws of Con-
tinuity in Euler, Historia Math. 27, pp. 107-132, 2000.

[17] Leibniz G. W. Mathematische Schriften, C. I. Gerhardt (ed.), I-
VII. Berlin-Halle, 1849-1863.

[18] Martinez-A. C. Sobre el surgimiento del concepto de Valor Pro-
pio: una historia selecta sobre los origenes de la Teoria Espectral.
Masceldnea Matemdtica, 43, pp. 53-73, 2006.

[19] Youschkevitch A. P. The Concept of Function up to the Middle of
the 19th Century, Arch. Hist. Ezxact Sci. 16, pp. 3784, 1976.

45En ocasiones esta obra aparece citada con fecha 1765 o 1768, en este texto
(como lo hacen la mayoria de los textos que citan a esta obra) indicamos el aino
1767 que es la fecha que aparece en la portada del Numero 11 de la revista Nowi
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae.



